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第 1章

浮体式構造物と浮体運動解析技術概説

洋上における石油開発は石油掘削リグに代表される海洋構造物を用いることにより大水深からの開発を可

能にしてきた．近年では石油掘削に加え，洋上における天然ガス開発も海洋構造物が使われる時代に入って

いる．また，再生可能エネルギーの一つである風力についても豊富かつ安定な風資源が海上に多く賦存する

ことを背景に着床式の風力発電に加えて浮体式洋上風力発電が研究開発されるようになっている．そして，

その一部は商用利用されようとしている．この他にもメガフロートや波力発電，潮流発電等でも浮体技術は

使われる．

こういった開発において係留浮体の波の中での挙動や風や流れの中での挙動を解析することは欠くことは

出来ず，多くの技術開発や研究が為されてきた．本章では近年浮体構造物が利用される代表例として浮体式

洋上風力について触れるとともに，浮体解析技術の手法について纏めてみたい．

1.1 洋上風力発電

2015年 12月の第 21回気候変動枠組条約締約国会議 (COP21)でパリ協定が採択された．世界的な平均気温上昇を

産業革命以前に比べ 2◦Cより十分低く保つとともに，1.5◦Cに抑えるよう努力を続けることを目標に掲げた．また，各

国は温室効果ガス (greenhouse gas:GHG)の人為的な発生源による排出と吸収源による除去量を均衡させるよう取り

組むことが求められている．いわゆるカーボンニュートラルを意味している．日本ではパリ協定合意に先立つ 2015年

7月に 2030年度に GHG排出量を 2013年度に比べ 26%削減する目標を掲げた「日本の約束草案」を地球温暖化対策

本部で決定している．長期戦略では 2050年までに 80%の GHG排出削減を掲げている．図 1.1に，2020年に明らか

にされた 1次エネルギーの国内供給の推移を示す [1]．

図 1.1: 一次エネルギー国内供給の推移 [1]

図 1.2: デンマーク最大のAnholt洋上風力発

電所 [2]

以上の理由から洋上での再生可能エネルギーの研究開発が世界的に活況を呈している．洋上での再生可能エネルギー
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は風力・波力・潮流力が挙げられる．ここでは特に洋上での風力発電について述べる．風力発電は陸上での実績も多数

あり，さらには洋上の風は比較的安定しており平均風速も高いことから洋上の風力発電の実用化が期待されている．洋

上風力には大きく 2つの設置工法がある．1つが着床式であり，もう 1つが浮体式である．水深 30m∼50mくらいまで

は着床式を用いることが可能である．着床式は欧州で既にかなり多く導入されてきている．図 1.2に洋上風力発電の 1

例としてデンマーク最大の Anholt洋上風力発電所を示す [2]．日本でも今後さらに進展が進む分野と言えよう．また，

欧州では風車の大型化や設置までの効率化も進んできている．例として図 1.3にデンマーク・エスビアウ港を示す [3]．

そして欧州では 10円/kWhを下回る価格で売電される事例も報告されている．

図 1.3: 欧州での組み立ての効率化様子 [3] 図 1.4: 洋上風車の基礎 [4]

最後に着床式の洋上風力発電の基礎部分に着目する．図 1.4 に基礎部分のイメージ図を示す [4]． 水深の深さに応

じて基礎部分を使い分けるのが一般的である．Monopile 式といってタワーを海底に差し込むもの，Tripod 式といっ

て組んだ架台を海底に打ち込む方法，Jacket式といって鋼管をトラス式に組むものとの大きく 3つに分けられる．こ

の他にも重力式といってコンクリートを円錐状にしたものもある．水深が 50m を超えてくると着床式から浮体式が

図 1.5: 浮体式風車の浮体形式 [5] 図 1.6: Nihei et al.による水槽試験 [6]

必要となってくる．浮体式になると風車タワーから下は浮体と，係留チェーンや係留ワイヤーや係留ロープ等と，ア

ンカーとなる．図 1.5 及び図 1.6 に浮体式風車用の浮体形式を示す．(a) スパー型 (Spar:筒)，(b) セミサブ型 (Semi

submersible:半潜水式)，(c)TLP型 (Tension Leg Platform)，(d)バージ型 (barge:箱船)に大きく分類される.一般的

にスパー型は構造が単純なため製造コストを他の浮体より低く抑えることが可能である．一方で，タワー高さと同等程

度の喫水が必要となり使える水深が限られる．スパー型はコストが低いということもあり使用海域さえあれば商業利用

が一番最初に始まる．Scotlandの北東部沖合 25kmの沿岸に 5基の 6MWのスパー式風車が 2017年から商業運転し

ている (図 1.7 [7])．また日本でも九州五島沖で商用運転の計画が進行中である [8]．図 1.8は五島沖の浮体式風車であ

る．現在は１機浮いているが，今後数機での商用運転が始まる．

次に浮体の係留方法について述べてみたい．係留は係留の素材としてチェーンを使うか，合成繊維ロープを使うか，

ワイヤーを使うというのが現在の海洋構造物の主流である．係留方式はカテナリー係留という方式が一番多く利用さ

れ，緩く浮体をつなぎ留めることで波からの力や風による力を逃すようにする．また，多数の係留チェーンを使って
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図 1.7: Scotland沖の Hywind Scotland 図 1.8: 五島沖の浮体式風車

浮体を多方向から海底とつなぎ留め浮体の振れ回り（回転）を許さないものと，一点係留という敢えて振れ回りを許

し波や風といった外力から逃す方法とがある．一点係留方式は技術的に難しい面もあるが，下で述べる通り水深が

50m∼100mといった多くの海域で使える浮体式風車が研究開発されている．

二瓶等は世界で初めて一点係留式浮体式風車の実海域試験を行った (2015 年 [9])．設置海域は石川県の七尾湾であ

る．小型の浮体式風車ではあったが，本浮体式風車は約 1tonの質量，発電から陸上への送電ケーブルがあり，風車ブ

レードのピッチ制御（翼の迎角の制御）も可能な仕様となっている．また，係留設計，浮体設計，風車設計，施工設置，

運用・保守，撤去まで全てを実施している．「一点係留式」という新しい技術ということもあり，係留設計は特に工夫

を凝らしている [10]．この工夫について力学的考察を加えたもの [11]について抜粋および日本語訳したものをここで

簡単に紹介する．

図 1.9に一点係留方式浮体式風車の簡易図を示す．本浮体式風車は，風車ブレード，風車ブレード迎角コントロール

機構，発電機，送電ケーブル，制御ケーブル，浮体，浮体と係留とをつなぐ回転機構部，係留チェーンで構成される．

浮体は図 1.9における Rotational Axisまわりに回転するのがこの浮体式風車の特徴である．電気ケーブルと制御ケー

ブルは浮体と絡まないようにするために回転機構部の中を通す必要がある．

同図において回転機構部上部にあるベアリングの摩擦モーメントをMf，係留チェーンによる復原モーメントをMr

とするとMr > Mf である必要がある．回転機構上部のベアリングがこの条件を満たさないと係留チェーンは回転機

構と一緒に捻じれていく．図 1.10に実際の計測により得られた回転機構部の摩擦モーメント (緑部)と係留チェーンに

よる復原モーメント (赤線)の関係を示す．横軸が浮体の回転角度であり，縦軸がモーメントである．この関係より浮

体が約 40◦ 回転するとき係留チェーンによる復原モーメントの方が大きくなりチェーンは捩れずに浮体は回ることが出

来る．

図 1.11に石川県七尾湾において実施した実海域試験の断面図を，図 1.12にその時の写真を示す．図 1.13はその試

験の時の結果の一部であり，横軸が時間，縦軸が風速，風向，浮体向きを示している．風向 (青点)が変化すると浮体向

き (緑点)が風向に追従することが出来ることが明らかになった．

最後に課題と今後に向けて述べる．現在取り組まれている浮体式風車のプロジェクトは 50m∼100mといった多くの

海域でも使用できる浮体式風車となる．そうなると浮体形式としてはバージ型またはセミサブ型が候補として挙げられ

る．また浮体式風車の一番のネックはそのコストである．コストをいかに下げていくかも重要な課題である．現在取り

組まれているプロジェクトはその課題を解決しようとして取り組まれている．そのいくつかを紹介する．

一つ目のプロジェクトがバージ型浮体を用いたものである．現在，フランスや日本で取り組まれている [12]．洋上で

あるため風車ブレードの回転数を上げても良いという発想から 2枚翼を用いている．これにより風車の軽量化に繋がっ

ている．また浮体のコスト軽減を狙ってコンクリート浮体も当初検討された．図 1.14に示すように現在北九州沖にお

いて実証試験が行われている．

また，風車が巨大化し，これに伴い風車タワーの上部に設置する発電機も巨大化している．故にタワーにも負担が生

じている現状にある．そこで導入が検討されているのが，ガイワイヤー等によってタワーをサポートするといったアイ

ディアである．ガイワイヤーと風車ブレードとは干渉してしまうので，風車が風向に追従するために必要なヨーイング

装置を廃し，一点係留を用いて浮体ごと風に追従する仕組みである．一点係留方式は既に前節で述べたとおりである．
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図 1.9: Physics model of

the mooring sys-

tem

図 1.10: Relation between each moment

図 1.11: 実海域試験の断面図

図 1.12: Photo of the FWT model in the

real sea test 図 1.13: Weather vane test result in over 3m/s wind velocity
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(a) 北九州沖におけるバージ型浮体式風車 (b) バージ型浮体式風車主要目

図 1.14: NEDO北九州沖における浮体式風車プロジェクト [12]

Suzuki, Nihei et al.は図 1.15に示す一点係留式浮体式風車の 1/60模型試験を実施している．波浪中の構造応答 [13]

や潮流・波浪・風の複数の環境条件下での振れ回り挙動について明らかにしている．図 1.16 はその試験模型である．

時々刻々と変化する風荷重を模擬するためにこの水槽試験ではファンをリアルタイムに制御し，風荷重を模擬するとい

う Real Time Hybrid Model試験という新しい試験方法が導入されている．一点係留式浮体式風車は日本だけでなく

フランスでも EOLINKによって研究開発が進んでいる [14]．基本的な考え方は同じであるが，この EOLINKは，タ

ワーそのものがない．このように，国土に近く比較的送電し易い海域を利用する浮体式風車の研究開発が続いている現

状にある．

図 1.15: NEDO による一点係

留式浮体式風車

図 1.16: Real Time Hybrid

Model試験機

図 1.17: France Brest 沖 の

EOLINK

1.2 浮体運動解析手法概説

石油天然ガス開発用の掘削リグ，浮体式風車，波力発電，メガフロート等々といった海洋構造物の運動解析は浮体，

係留，流体の相互干渉を考えることによって行われる．当然ながら運動方程式を解くことによってこの解析は行われる

わけであるが，浮体が運動するとその反力として流体力を受ける．浮体運動と流体力学的干渉をどのように考えたら良

いのだろうか．

まずその１つとして，付加質量・付加慣性モーメントという概念がある．浮体が加速運動することによって水から受

ける力及びモーメントである．流体が加速度運動する浮体に付随して運動し，あたかも質量が増加したかのようになる
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ためこのように呼ばれる．次に，造波減衰力・減衰モーメントというものがある．浮体がある速度で運動すると結果と

して波を造り浮体から放射状に波が進む様子が確認される．その反力を浮体は受け，浮体動揺は減衰することが直感的

にも理解出来る．この力及びモーメントを造波減衰力及び造波減衰モーメントと言う．また，浮体が変位する際，元の

変位や角度に復原する力やモーメントが生じる．そして，浮体が波から受ける力やモーメントがあり，これを波強制力

及び波強制モーメントと言う．

x

z

o xxooo

z0
S

m

m:質量
0
S :水線面積
r :水密度

図 1.18: 規則波中の浮体運動

今，例として規則波中に浮体が heave運動のみの１自由度運動するという仮定で整理してみよう．波強制力が heave

方向のみの力になることはあり得ず，あくまで理解を促す為の仮定であることに注意を要する．図 1.18に座標系を示

す．静水面上に座標原点 z = 0を置く．座標原点で浮体の質量と浮力は釣り合いの位置であるとする．波強制力によっ

て浮体が heave運動している．その変位を z として，速度は ż，加速度は z̈ である．浮体の加速運動によって生じる付

加質量をm′ として付加質量力は −m′z̈ で表される．造波減衰力は速度 ż に比例することが知られており，造波減衰係

数を cとして，−cż の形で表される．浮体変位による復原力は，座標を上向き正としている為に少し分かりにくいが，
−ρgS0z が復原力となる．浮体が上方に変位したら水から受ける復原力は減少し，下方に変位したら復原力は増加する

ことからも直感と合っている．波強制力は浮体が固定されているという条件で考える．固定されたとして考えるのは上

で示したように浮体が波等によって運動する際の流体反力は既に加味したからである．

以上より，浮体の質量をmとして，運動方程式は

mz̈(t) = fd(t)−m′z̈(t)− cż(t)− ρgS0z (1.1)

と表される．ここで，fd は波強制力項である．

(1.1)において，cやm′ や fd は物体の形状，境界条件，運動の周期によって大きく変化するが，一般的な一自由度振

動系と同じ問題に帰着する．これらの各流体力係数を求める際には流体問題を解かなくてはならない．そして，この流

体問題を解く際の手法としてポテンシャル理論が有用となる．海洋構造物は用途に応じて形状が様々であることは言う

までもない．ポテンシャル理論における任意形状の物体表面条件を解く手法として特異点分布法や境界要素法がある．

以降，本誌では第 2章において完全流体の力学について述べる．既に述べたように，物体の形状，境界条件等によっ

て流体力は変化するが，この流体力を求める際に，ポテンシャル理論が使われることが多く基礎的事項を捉えておく必

要があるからである．第 4章では微小振幅波の理論を扱う．微小振幅の規則波の考えを述べるに留まるが，ここから発

展させることで高次の波（弱非線形波）や不規則波への応用も可能である．第 5章では既に (1.1)で説明した内容の精

緻な議論を行う．速度ポテンシャルの成分分解や，境界条件等の導出により解くべき速度ポテンシャルの境界値問題に

触れる．また，一般的に行われている６自由度の浮体の運動方程式について明示する．

式の導出過程が分かれば浮体の波浪中の動揺について自身で考えてプログラムを用いて計算することが可能となるで

あろう．
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第 2章

完全流体の力学

2.1 流体運動の記述法と流体加速度の関係

流体運動の記述は２つの方法がある．一つは流体粒子の一つ一つを追跡する方法である．この手法を Lagrange的方

法という．もう一つは Euler的方法である．この方法は流体粒子を一つ一つ追跡するのではなく，空間の各点，各瞬間

の流体の状態量（流速 u，圧力 p，密度 ρ）を固定座標系の位置と時間 (x, y, z, t)の関数として表すものである．

流体粒子一つ一つを追跡する手法である Lagrangeの手法は，観測においては粉体等のトレーサー粒子を流体内に入

れて流体粒子一つ一つを捕捉する類の手法である．流れの中では注目した流体は観測点より遠方に流れていく場合もあ

る．よって，決まった流体粒子を追跡する方法は観測が難しい場合が多い．流れの計算も無数の流体粒子がある為に難

しい場合が多い．数値計算手法が進んだ昨今，Lagrangeの手法をベースにした数値計算法の一つである粒子法と呼ば

れる手法が登場し様々な適用事例が増えてきている [15]．

流体力学の問題の多くはもう一方の手法である Euler的立場に立って多くの事例が考えられてきた．これ以降，本書

はこの Eulerの手法に則る．

流体力学の目標は流れ場を明らかにすることにあると言える．即ち，各点における流体の流速 u(x, y, z, t)及び圧力

p(x, y, z, t)，流体密度 ρ(x, y, z, t)といった最低 5つの未知数を支配方程式に基づき解くことに他ならない．これ以外

にも例えば内燃機関内の流体問題を解くような場合は温度を求めるような場合もある．本書は海洋工学を学ぶ方向けの

書であるので流体として考える水や海水の水温は一定と見なせる程その変化は小さいものとする．

x

y

xD

x+ xD

y+ yD
yD

x

y

O

A

B

u

v

図 2.1: t = tにおける流線

図 2.1に示されるように，Euler的立場に立ち A点を通過しようとする流体粒子が持つ加速度について考えてみる．

二次元平面での流れ場で考えてみる．Euler的視点に立っているので，流速は u(x, y, t) = (u(x, y, t), v(x, y, t))として

表される．この時に注意すべきは流体粒子には着目しておらず，固定点である A点を通過する流体粒子を眺めるとい
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う事である．もし，一つの流体粒子に着目するならば加速度は

du

dt
(2.1)

となることに異論はない．Euler的立場でも A点において流速が t = tから t = t+∆tにおいて変化している場合，そ

の速度の時間変化は

lim
∆t→0

u(x, y, t+∆t)− u(x, y, t)

∆t
=
∂u

∂t
(2.2)

で与えられる．

次に，図 2.1に示されるように，t = tにおける流線について見てみよう．B点にある粒子は t−∆tに同一流線上の

A点にあったとする．また，t = tにおける B点での x方向流速は u(x+∆x, y+∆y, t)である．A点を通過する流体

粒子の加速度は単位時間当たりの速度の変化と定義される訳であるから A点という固定点から見た時，加速度は

u(x+∆x, y +∆y, t)− u(x, y, t)

∆t
(2.3)

と表される．B点での流速は

u(x+∆x, y +∆y, t) ≈ u(x, y, t) +
∆u

∆x
∆x+

∆u

∆y
∆y (2.4)

であるから (2.3)は
u(x+∆x, y +∆y, t)− u(x, y, t)

∆t
≈ ∆u

∆x

∆x

∆t
+

∆u

∆y

∆y

∆t
(2.5)

となる．また，u = ∆x/∆t，v = ∆y/∆tなので，最終的に加速度として

lim
∆x,∆y→0

∆u

∆x

∆x

∆t
+

∆u

∆y

∆y

∆t
= u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
(2.6)

が得られる．(2.2)と (2.6)とを合わせて，A点を通過する流体粒子の加速度は

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
(2.7)

となる．このような固定点から流体の流れを観察した際の時間微分を実質微分や Lagrange微分と呼ぶ．(2.7)は x方

向の加速度であり，また二次元で考えたものである．三次元でも全く同じ事が言える．以上より x，y，z 方向の加速

度は 

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

(2.8)

となる．

2.2 境界条件

流速や圧力は流体の支配方程式とともに境界条件や初期条件により決定される．微分方程式の解には任意関数が含ま

れており，任意関数を確定する為には何らかの境界条件・初期条件を考慮して決定するのと同様の考えである．ここで

は，以下の 2つの境界条件のパターンについて考えてみたい．一つ目は (1)物体表面での境界条件であり，もう一つは

(2)変形する境界面での境界条件である．

(1)物体表面での境界条件

物体は変形しないものとする．図 2.2 に示すように物体表面の任意の 1 点での法線ベクトルを n(x)，流体流速を

u(x, t)とする．そして物体は移動しており，移動速度を u′(x, t)とする．物体表面において相対流速 u− u′ の法線方
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u

n

’u

図 2.2: 物体表面における境界条件

t

=0( , )xF t t t+ D

(           , )F x uDt+ t+ D =0t

uDt

図 2.3: 境界が変形する場合の境界条件

向流速は 0とならなくてはならない．何故なら物体表面から流体が流れ出てくることはないし，物体が変形でもしない

限り物体に流体が吸い込まれることがないからである．即ち，

{u(x, t)− u′(x, t)} · n(x) = 0 (2.9)

が成り立つ．物体が固定されている場合は u′ = 0であるので

u(x, t) · n(x) = 0 (2.10)

が成り立つ．

(2)変形する境界面での境界条件

水面が変形する境界の代表例と言えよう．図 2.3に示す様に時刻 tにおける境界面の形状が

F (x, t) = 0 (2.11)

で与えられるとする．境界面を構成する流体粒子は ∆t時間後も境界面を構成する流体粒子であり続けるので，∆t時

間進んだ場合も次式が成り立つ．
F (x+ u∆t, t+∆t) = 0 (2.12)

今，この境界面を表す関数 F の時間変化を考えると，2.1節と同様の議論から Lagrange微分となり，また関数 F は常

に 0である為，次式が成り立つ．

DF

Dt
= lim

∆t→0

F (x+ u∆t, t+∆t)− F (x, t)

∆t
=
∂F

∂t
+ u

∂F

∂x
+ v

∂F

∂y
+ w

∂F

∂z
= 0 (2.13)

この (2.11)と (2.13)が変形する境界面での境界条件となる．

2.3 流線

流体の流れの様子を表すものが流線である．図 2.4に流線の様子を示す．Aから ∆t時間に ∆r = (∆x,∆y,∆z)移

動しているので，

lim
∆t→0

∆r

∆t
=
dr

dt
= u(x, y, z, t) (2.14)

が成り立つと言える．即ち x，y，z 方向成分に分けて考えると以下が成り立つ．

dx

u(x, y, z, t)
=

dy

v(x, y, z, t)
=

dz

w(x, y, z, t)
= dt (2.15)

これを流線の微分方程式という．

流体力学においては流線以外にも流れの道すじや色付き流線といった概念もある．詳細については文献 [16]に詳し

いので参考にされたい．
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x

y

xD

x+ xD

y+ yD
yD

x

y

O

A

u

v

図 2.4: t = tにおける流線

ds

Un

u

S

図 2.5: 流量

ut a u

s

ds

C

図 2.6: 周積分と循環

2.4 流量と循環

単位時間あたりに任意の断面を通過する流体体積を流量という．単位は m3/sである．流量を Qとして，

Q =

∫
S

Unds (2.16)

で表される．図 2.5に示されるように，Un は法線方向流速である．また，法線ベクトルを nとして，Un = u ·nであ
るから

Q =

∫
S

u · nds (2.17)

とも表される．

循環 Γ とは流体の渦運動の強さを代表する量である．図 2.6に示す様に，流れの中に一つの閉曲線 C をとり，C 上

の一点 Aから C に沿って長さ sを測る．C 上の微小線要素 dsとして，その接線方向流速を ut とする．閉曲線 C に

沿っての一周積分 Γ(C)

Γ(C) =

∮
C

utds (2.18)

を閉曲線 C に沿う循環という．さて，図 2.6に示す様に，流れに対しての接線流速を uとする．ut = u cosαである

から，
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Γ(C) =

∮
C

u cosαds =

∮
C

u · ds (2.19)

が得られる．ここで，u = (u, v, w)，ds = (dx, dy, dz)である．

2.5 輸送定理

流体力学における基礎方程式である連続の式や運動方程式である Eulerの運動方程式や Navier-Stokes方程式を導く

際に輸送定理が使われるのでここで導出しておく．J. N. NewmanのMarine Hydrodynamicsにも詳しく説明されて

いる [17]．さて，任意の関数 f(x, t)を考える．そして次の体積積分を考える．

I(t) =

∫∫∫
V (t)

f(x, t)dV (2.20)

ここで tは任意の時間を示しており，V (t)は時間とともに変化する任意の流体塊である．xはこの流体内の位置座標

である．この流体塊の境界 S(t)も時間とともに変化する．そして，その法線方向の流速は Un(x, t)であるとする．

V(t)

V(t+⊿t)

A

B B
A
Un⊿t

S(t)

Un⊿t

S(t+⊿t)

図 2.7: 輸送定理における流体塊の概念図

この体積積分 I(t)の時間増分 ∆I を考えてみることとする．

∆I = I(t+∆t)− I(t) =

∫∫∫
V (t+∆t)

f(x, t+∆t)dV −
∫∫∫

V (t)

f(x, t)dV (2.21)

となる．関数 f の時間に関する 1次までの Taylor展開は

f(x, t+∆t) = f(x, t) + ∆t
∂f(x, t)

∂t
(2.22)

となる．これを (2.21)に代入する．また，V (t+∆t) = V +∆V なので

∆I =

∫∫∫
V+∆V

(
f +∆t

∂f

∂t

)
dV −

∫∫∫
V

fdV

=

∫∫∫
V

∆t
∂f

∂t
dV +

∫∫∫
∆V

fdV +

∫∫∫
∆V

∆t
∂f

∂t
dV (2.23)

が得られる．次に (2.23)の右辺第 2項，3項について考えよう．図 2.7より，∆t時間で増えた部分の微小体積 ∆V は

流体体積 V を取り囲む境界 S から ∆t時間で流出する流体塊であると理解できるので，境界面における法線方向流速

Un(x, t)を用いて ∫∫∫
∆V

fdV +

∫∫∫
∆V

∆t
∂f

∂t
dV =

∫∫
S

f(Un∆tdS) +

∫∫
S

∆t
∂f

∂t
(Un∆tdS) (2.24)
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となる．上式の右辺 2項目は O
[
∆t2

]
と 2次の微小項になるので無視できるものとする．ここから I(t)の時間微分は

dI

dt
=

∫∫∫
V

∂f

∂t
dV +

∫∫
S

fUndS (2.25)

となる．上式 2 項をもう少し変形していく．境界面における法線方向流速 Un(x, t) は x, y, z 方向の流速成分

u(x, t) = (u(x, t), v(x, t), w(x, t))と法線の各成分 n(x, t) = (nx(x, t), ny(x, t), nz(x, t))とを用いて

Un = u · n = unx + vny + wnz (2.26)

であるから (2.25)の右辺第 2項は∫∫
S

fUndS =

∫∫
S

fu · ndS =

∫∫∫
V

∇ · (fu) dV (2.27)

が得られる．第 2式と第 3式の移行は Gaussの発散定理を用いている．

以上より最終的に
d

dt

∫∫∫
V (t)

f(t)dV =

∫∫∫
V

{
∂f

∂t
+∇ · (fu)

}
dV (2.28)

という関係が得られる．この関係のことを輸送定理と呼んでいる．

2.6 連続の式

dx

dy

A B

CD

x x+dx

y

y+dy

u

u+ �u
�x

v+ �v
�y

v

dx

dy

x

y

O

図 2.8: 微小流体塊に流入する流体

流体力学の基本式の一つ目が連続の式と呼ばれるものである．質量保存則とも呼ばれる．2.5節の輸送定理からも導

かれるが，下記の方法でこの連続の式を導出してみようと思う．図 2.8に示すような微小流体塊を考える．流体の密度

を ρとする．dt時間内にこの流体塊に流入する流体の質量は

ρudydzdt+ ρvdxdzdt+ ρwdxdydt (2.29)

と表される．一方，流出する流体の質量は

ρ

{(
u+

∂u

∂x
dx

)
dydzdt+

(
v +

∂v

∂y
dy

)
dxdzdt+

(
w +

∂w

∂z
dz

)
dxdydt

}
(2.30)

である．流体塊の中の流体密度 ρが微小時間に変化するとすれば

∂ρ

∂t
dxdydzdt (2.31)

が dt時間に増える流体の質量である．密度変化分 +流出量 −流入 = 0であるので

∂ρ

∂t
+ ρ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
= 0 (2.32)
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が得られる．(2.32)は流体の密度が変わることを考慮する圧縮性流体の場合の連続の式という．一方，流体の密度変化

を無視できる場合も多い．このような流体のことを非圧縮性流体と呼ぶが，非圧縮性流体の場合の連続の式は

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (2.33)

となる．

2.7 Eulerの運動方程式

dx

dy

A B

CD

x x+dx

y

y+dy

u

u+ �u
�x

v+ �v
�y

v

dx

dy

x

y

O

図 2.9: 微小流体塊

dx

dy

A B

CD

x x+dx

y

y+dy

p
p+

�p
�x

p+
�p
�y

v

dx

dy

x

y

O

図 2.10: 微小流体塊に作用する圧力

流体力学における基礎方程式の２つ目が Eulerの運動方程式である．これも 2.5節の輸送定理からも導かれるが，下

記の方法で導出してみたいと思う．前節と同様に図 2.9に示す微小な流体塊を考える．この流体塊の質量は ρdxdydz

であるから各方向軸の運動量の時間変化は 

dρu

dt
dxdydz

dρv

dt
dxdydz

dρw

dt
dxdydz

(2.34)

で与えられる．図 2.10に示すように外力は圧力，z 方向負方向に作用する重力と考えると運動方程式は

ρ
du

dt
= −∂p

∂x

ρ
dv

dt
= −∂p

∂y

ρ
dw

dt
= −∂p

∂z
− ρg

(2.35)

となる．ここで左辺について考える．各方向への流速成分 u = (u, v, w) は時間と位置の関数であるから u(x, t),

v(x, t),w(x, t)である。よって，この時間微分は

du

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂y

∂y

∂t
+
∂u

∂z

∂z

∂t
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

dv

dt
=
∂v

∂t
+
∂v

∂x

∂x

∂t
+
∂v

∂y

∂y

∂t
+
∂v

∂z

∂z

∂t
=
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

dw

dt
=
∂w

∂t
+
∂w

∂x

∂x

∂t
+
∂w

∂y

∂y

∂t
+
∂w

∂z

∂z

∂t
=
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

(2.36)
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となる．以上より，(2.35)は 

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −1

ρ

∂p

∂y

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
= −1

ρ

∂p

∂z
− g

(2.37)

となる．上式を Eulerの運動方程式という．ベクトル表記で表すと

∂u

∂t
+ (u · grad)u = −1

ρ
grad p− gk (2.38)

となる．ただし k = (0, 0, 1)である．(2.38)の左辺項を慣性項，右辺第一項を圧力項，第二項を外力項と言う．

u u

図 2.11: 非定常項

u u’

x

図 2.12: 対流項 1
u

u’

x

y

図 2.13: 対流項 2

慣性項についてさらに理解を進めよう．簡単のために (2.37)の x方向に関する Eulerの運動方程式内に現れる慣性

項について考える．図 2.11に示すように一様な太さの筒内に流体が満たされているとする．満たされている流体が非

圧縮性の流体であるとすると，ピストンで流体を押す際には流体はピストンと一緒の速度で動くであろう．ピストンが

∂u/∂tの加速度運動をするとすれば，流体も同じく加速度運動し，その大きさは ∂u/∂tとなる．次に慣性項の第二項

について考える．図 2.12に示すような縮流管内を流体が流れているとする．この流れが定常な流れであっても，流れ

は uから u′ となり流体粒子は加速運動していることが分かる．そして，その加速度の大きさは流体粒子の速度，及び

位置による速度の変化 ∂u/∂xに比例して大きい．よって，u (∂u/∂x)がその加速度の大きさとなる．次に，図 2.13の

ような曲がり管を考えてみる．この図では x方向の流速は uから u′ となる．この時も流れが定常であっても x方向の

流体粒子は加速度運動していることが分かる．そして，加速度の大きさは v 及び ∂u/∂y に比例すると言える．即ち加

速度の大きさは v (∂u/∂y)である．慣性項における非定常項以外の項は対流項と呼ばれる．

2.8 流体力学における運動量保存則

一般力学において，物体の運動量が時間とともに変化する時には、その変化分に相当する力が物体に働くことが知ら

れている．そしてこれを運動量保存則と呼んでいる．流体についてもこの運動量保存則が成り立つ．但し，流体は常に

動いている為にこの運動量保存則を適用する際には注意が必要である．本節では流体力学で運動量保存則を適用する際

の取り扱い方について述べる．流体中に置かれた物体に作用する流体力を求める時にはこの運動量保存則を利用すると

便利である．

今，図 2.14のような流体中に置かれた物体に作用する流体力について考える．流体は流体全域を考えることは現実

的ではないので，物体を取り囲むような任意の流体塊を考えるのが一般的である．このような任意の流体塊のことを検

査体積と呼び，またその境界のことを検査面と呼ぶ．

2.5節の輸送定理における任意の関数 f(x, t)をここでは ρu(x, t)としよう．ρは流体密度であり，uは流体粒子の

流速ベクトルである．f はスカラーとして与えたが，任意の関数なので uでも v でも w でも問題ない．つまりベクト
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図 2.14: 流体中の物体に生じる力

ルとしても差し支えない．そうすると

I(t) =

∫∫∫
V (t)

ρu(x, t)dV (2.39)

は V (t)における流体の各方向軸の運動量の総和と理解することが出来る．この I の時間変化は (2.25)で考えると分か

り易く，
dI

dt
= ρ

∫∫∫
V

∂u

∂t
dV + ρ

∫∫
Sout

uUndS (2.40)

が得られる．2.5節では一般論を導出するために S は流体領域の任意の境界であったが，ここでは Sout と明示してい

る．また，Un は検査面での法線方向流速である．

今，物体には流体力 F が働いている訳であるが，これは流体の圧力の総和として力が生じていると考えることが出

来よう．流体を中心に考えると物体から −F の反作用による力を受けていることに注意をしよう．また，流体境界の

Sout にも圧力の総和として何らかの力が生じている．よって，運動量の変化分に相当する力が流体に働いているとい

う運動量保存則より，

ρ

∫∫∫
V

∂u

∂t
dV + ρ

∫∫
Sout

uUndS = −F −
∫∫

Sout

pndS (2.41)

が流体領域 V で成り立つ．nは流体外向き法線と定義している為，Sout に作用する圧力による力はマイナスとしてい

る．これが流体力学における運動量保存則である．そして，物体が流体から受ける力 F は

F = −ρ
∫∫∫

V

∂u

∂t
dV − ρ

∫∫
Sout

uUndS −
∫∫

Sout

pndS (2.42)

となる．

2.9 Bernoulliの定理

質点の運動において運動方程式を積分することによってエネルギー保存則を得ることが出来る。同様の考えで流体力

学においても完全流体の運動方程式を積分することによりエネルギー保存則を導くことが出来る。これを流体力学では

Bernoulliの定理と呼ぶ。流体力学では定常流の場合の Beroulliの定理が良く用いられる。また，海事流体力学におい

ては例えば波の構造物への荷重を求めることが多く，この場合は非定常の Beroulliの定理が用いられる。

考える流れが定常であるとしよう．オイラーの運動方程式 (2.37) は

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −1

ρ

∂p

∂y

u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
= −1

ρ

∂p

∂z
− g

(2.43)

となる．また，(2.15)に示す関係が一本の流線上では成り立つ．即ち，

v = u
dy

dx
,w = u

dz

dx
(2.44)
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図 2.15: 流線

が成り立つ．これを (2.43)の第１式に代入して

u
∂u

∂x
+ u

dy

dx

∂u

∂y
+ u

dz

dx

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
(2.45)

を得る．さらにこれを変形して

1

2

{
∂(u2)

∂x
+
∂(u2)

∂y

dy

dx
+
∂(u2)

∂z

dz

dx

}
= −1

ρ

∂p

∂x
(2.46)

となる．また，同様に流線の関係式から

u = v
dx

dy
,w = v

dz

dy
(2.47)

であるから，(2.43)の第２式に代入して

1

2

{
∂(v2)

∂x

dx

dy
+
∂(v2)

∂y
+
∂(v2)

∂z

dz

dy

}
= −1

ρ

∂p

∂y
(2.48)

を得る．再び同様に

u = w
dx

dz
, v = w

dy

dz
(2.49)

であるから，(2.43)の第３式に代入して

1

2

{
∂(w2)

∂x

dx

dz
+
∂(w2)

∂y

dy

dz
+
∂(w2)

∂z

}
= −1

ρ

∂p

∂z
− g (2.50)

が得られる．

今，(2.46) ×dx，(2.48) ×dy，(2.50) ×dz として，３式を足すと以下を得る．

1

2

{
∂(U2)

∂x
dx+

∂(U2)

∂y
dy +

∂(U2)

∂z
dz

}
= −1

ρ

{
∂p

∂x
dx+

∂p

∂y
dy +

∂p

∂z
dz

}
− gdz (2.51)

但し，U2 = u2 + v2 +w2 と定義する．(2.51)の左辺第１項の持つ意味は図 2.15の A点から B点における U2 の変化

分であり，右辺第１項は A点から B点における圧力変化分，第２項は A点から B点における z 方向の位置の変化分

である．即ち以下の様に書ける．
1

2
d(U2) +

1

ρ
dp+ gdz = 0 (2.52)

上式を積分すると
1

2
U2 +

∫
dp

ρ
+ gz = constant (2.53)



第 2章 完全流体の力学 17

を得る．非圧縮性の流体とすれば密度は一定である為，

1

2
U2 +

1

ρ
p+ gz = constant (2.54)

となる．上式の第１項を比運動エネルギー，第２項を比圧送エネルギー，第３項を比位置エネルギーと呼ぶ．この式よ

り１本の流線上でエネルギーの総和は一定である．

以上は定常の流れの Bernoulliの定理について考えた．この考えを拡張して非定常の流れにおける Bernoulliの定理

を導いてみる．図 2.16に示される様に t = tと t = t+∆tにおいて流線の接線方向流速に時間変化があるわけである

から (2.51)の左辺に非定常項を加える．即ち，(2.51)の導出の時と同じく，(2.37)の x方向，y 方向，z 方向の Euler

の運動方程式の非定常項に dx，dy，dz をそれぞれ掛け，それら 3式を加える．また，これを 2.10節で示す速度ポテ

ンシャルの定義を使って整理してみると，

∂u

∂t
dx+

∂v

∂t
dy +

∂z

∂t
dz =

∂

∂t

∂Φ

∂x
dx+

∂

∂t

∂Φ

∂y
dy +

∂

∂t

∂Φ

∂z
dz

=
∂

∂x

∂Φ

∂t
dx+

∂

∂y

∂Φ

∂t
dy +

∂

∂z

∂Φ

∂t
dz = d

(
∂Φ

∂t

) (2.55)

となる．よって，(2.52)に非定常項が加わった

d

(
∂Φ

∂t

)
+

1

2
d(U2) +

1

ρ
dp+ gdz = 0 (2.56)

となり，これを積分して
∂Φ

∂t
+

1

2
U2 +

1

ρ
p+ gz = constant (2.57)

が得られる．これを一般化された Bernoulliの定理と言う．

O x

z

y

(i) t = tにおける流線
x

z

xD

x+ xD

z+ zD zD

y yD
y+ yD

B

A

A

B

O x

z

y

x

z

xD

x+ xD

z+ zD zD

y yD
y+ yD

B

A

A

B

(ii)                  における流線= + Dt t t

図 2.16: 流線の時間変化

2.10 速度ポテンシャルと流れ関数と複素速度ポテンシャル

完全流体は非粘性流体と定義される。また，海洋工学において流体は非圧縮流れを扱うことがほとんどであるので，

ここでは非圧縮，非粘性流体を考える．完全流体の力学において，流れの数学的な取り扱いを容易にするものに速度ポ

テンシャルというものがある．速度ポテンシャルで定義される流れ場をポテンシャル流れと言うこともある．また，流

線の様子を表すための関数を流れ関数という．今，ある流場の流速を u(x, t)(= (u(x, t), v(x, t), w(x, t)))とする．速

度ポテンシャル Φ(x, t)は流速成分を用いて

u(x, t) =
∂Φ(x, t)

∂x
, v(x, t) =

∂Φ(x, t)

∂y
, w(x, t) =

∂Φ(x, t)

∂z
(2.58)
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と定義される．『海洋工学を学ぶ人のための流体力学，第 2版』[18] 第 4章の (4.21)，(4.22)，(4.23)より各軸周りの流

体粒子の回転角速度 Ω = (Ωx,Ωy,Ωz)は

Ωx =
1

2

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
, Ωy =

1

2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
, Ωz =

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(2.59)

である．(2.58) 式を (2.59)式に代入して計算すると，例えば Ωx に関して

Ωx =
1

2

(
∂2Φ

∂y∂z
− ∂2Φ

∂z∂y

)
= 0 (2.60)

が得られる．他の角速度も Ωy = 0，Ωz = 0が成り立つ．この関係より速度ポテンシャルが定義される流場は渦無し流

れと呼ばれる．

また，非圧縮性流体の連続の式である (2.33)式より，(2.58)の関係式を代入して整理すると

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 (2.61)

を得る．即ち，速度ポテンシャル Φは偏微分方程式の一つであるラプラスの式を満足しなくてはならない．逆に，一

般的にはラプラスの式を境界条件及び初期条件の下で解くことで速度ポテンシャル Φを求め，(2.58)に従い各方向成

分で偏微分することにより各点の流速分布を求めることが出来る．これが，流れの数学的取り扱いを容易にする所以で

ある．

次に流れ関数 Ψ(x, t) と呼ばれるものについて考えてみる．速度ポテンシャルは 2 次元でも 3 次元でも成り立つス

カラー関数であるが，流れ関数は 2 次元の流れ場でしか成り立たないことに注意を要する．今，2 次元流場の流速を

u(x, t)(= (u(x, t), v(x, t)))と定義する．勿論，x = (x, y)である．流れ関数は以下によって定義される．

u(x, t) =
∂Ψ(x, t)

∂y
, v(x, t) = −∂Ψ(x, t)

∂x
(2.62)

(2.62)で定義される流れ関数 Ψを 2次元の連続の式に代入してみると

∂u

∂x
+
∂v

∂y
=

∂2Ψ

∂x∂y
− ∂2Ψ

∂y∂x
= 0 (2.63)

となることが分かる．即ち，流れ関数は連続の式を自動的に満足する．また，ポテンシャル流れは渦無し流れでもあ

る．x − y 平面における流れでは z 軸周りの回転 Ωz のみ考えることとなる．Ωz = 0 であることが求められるから，

(2.59)に流れ関数を代入して整理すると，
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
= 0 (2.64)

が得られる．即ち，渦無しの条件より流れ関数は 2次元のラプラスの式を満足する．

流れ関数 Ψ(x, t) = const.は一本の流線を表す．以下，このことを説明していく．図 2.17に Ψ = const.を繋いだ線

の様子を描いている．当たり前であるが A点および B点では Ψは同じ値となるので，A点から B点は以下の様な関

係が成り立つ．

dΨ =
∂Ψ

∂x
∆x+

∂Ψ

∂y
∆y = 0 (2.65)

(2.62)式の流れ関数と流速の関係式を (2.65)式に代入し変形すると以下の式を得る．

∆y

∆x
=

−∂Ψ/∂x
∂Ψ/∂y

=
v

u
(2.66)

図中で∆y/∆xは tan θを表し，(2.66)式ではこれが v/uとなる関係を得たこととなる．v/uは流体粒子の向きを表し

ているので，Ψ = const.を繋いだ線は一本の流線を表していることを意味すると言える．

２次元流れ場において，速度ポテンシャル Φ(x, y)，流れ関数 Ψ(x, y)を用いて

f(z) = Φ(x, y) + iΨ(x, y) (2.67)
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図 2.17: 流れ関数 Ψの物理的意味
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図 2.18: 検査面内の物体

と定義するものを複素速度ポテンシャルと言う．但し，i =
√
−1であり，z はガウス平面を表しており，z = x+ iy ま

たは極座標表示 z = reiθ で表される．複素速度ポテンシャルを zで微分したものを複素速度あるいは共有速度と言い，

以下が成り立つ．
df

dz
= u− iv =

∂Φ

∂x
+ i

∂Ψ

∂x
=
∂Ψ

∂y
− i

∂Φ

∂y
(2.68)

2.11 Blasiusの公式

ポテンシャル理論において，速度ポテンシャルが求められたら流速が求められる．流速が求められたら圧力が求ま

る．圧力を積分することで物体に生じる流体力を求めることが出来るわけだが，別の求め方として運動量保存則を用い

て物体を取り囲む遠方の検査面を積分することにより物体に生じる力を求める方法を紹介しておこう．

定常的な流れの中に物体が置かれている場合を考える．(2.42) で示した運動量保存則より物体に生じる力 F (=

(Fx, Fy))は

F = −ρ
∫
Cout

uUndl −
∫
Cout

pndl (2.69)

と表される．ここで，(2.42)における dS は２次元問題の為 dlに，Sout は Cout に置き換わっている．また，nは外向

き法線を正としていることに注意して，ndl = (dy,−dx)である．Cout における流速ベクトルを (u, v)，圧力を pとし

て，また Beroulliの定理よりよどみ圧力を p0 として

p = p0 −
1

2
ρ
(
u2 + v2

)
(2.70)

が成り立つ．よって (2.69)は

F = −ρ
∫
Cout

(u, v)(u, v) · (dy,−dx)−
∫
Cout

{
p0 −

1

2
ρ
(
u2 + v2

)}
(dy,−dx) (2.71)

で与えられる．これを整理すると

Fx = −1

2
ρ

∫
Cout

(
u2dy − 2uvdx− v2dy

)
Fy = −1

2
ρ

∫
Cout

(
u2dx+ 2uvdy − v2dx

) (2.72)

が得られる．尚，よどみ圧力 p0 による力は周回積分より 0となる．

(2.68)の複素速度を用いて上式と (2.73)は同等となる．

Fx − iFy =
iρ

2

∮
C

(
df

dz

)2

dz (2.73)

ここで，C は物体を取り囲む任意の曲線である．この (2.73)のことを Blasiusの公式と言う．複素速度ポテンシャル

が求まれば直ちにこの式を用いて物体に作用する流体力を求めることが可能である．
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第 3章

完全流体の力学 (2次元編)

2章では完全流体の基礎的方程式である連続の式や Eulerの運動方程式や Bernoulliの定理について述べ

た．これに加えて速度ポテンシャル，流れ関数というスカラー関数の概念を導入した．完全流体の力学にお

いて Eulerの運動方程式や連続の式を解いて流速や圧力を求めることはまず行われない．連続の式一つ取り

上げてみても，数学的な理論解法が存在しないからである．更には，Eulerの運動方程式についても非線形

項である対流項が存在しており，これも数学的な理論的解法が存在していない．一方で，速度ポテンシャル

の概念を導入した場合，これを連続の式に代入することにより，Laplace方程式になることを 2.10節で知っ

た．Laplace方程式の一般的な解法は既に完成されており，解析的に速度ポテンシャルを求め，流速や圧力

を求めることが可能となる．その為，完全流体の力学では速度ポテンシャルを求めることに帰着され，この

手法を用いた完全流体の力学の問題はポテンシャル問題やポテンシャル理論とも呼ばれている．

本章では代表的な２次元ポテンシャル流れを取り上げる．２次元のポテンシャル流れは複素速度ポテン

シャルを用いることが出来，複素解析と組み合わせることにより，数学的な取り扱いを容易にし，流体運動

の基礎的な知見を与えてくれる．

3.1 流れの基本要素

ポテンシャル理論の基本的な考え方として，様々な流れは流れの基本要素の重ね合わせにより表現する．速度ポテン

シャルは Laplace方程式の基本解である為，数学的にも重ね合わせが成り立つというところに由来している．基本要素

の流れとして，(1)一様流れ，(2)湧き出し・吸い込み，(3)渦糸，(4)二重湧き出し等が挙げられる．これらは Laplace

方程式の基本解でもある．

(1)一様流れ

今，図 3.1 に示すような一様流を考える．U は流速であり，x軸に対して α傾いているとする．流速 u(= (u, v))は

それぞれ

u = U cosα

v = U sinα
(3.1)

である．よって複素速度は
df

dz
= U (cosα− sinα) = Ue−α (3.2)

となる．これを積分して一様流の複素速度ポテンシャルは

f(z) = Ue−αz (3.3)

で表される．ちなみに，ここから実部，虚部を取り出せば速度ポテンシャル Φ(x, y)，流れ関数 Ψ(x, y)を求めること

が出来，

Φ(x, y) = U (x cosα+ y sinα)

Ψ(x, y) = U (y cosα− x sinα)
(3.4)
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を得る．ここから (3.4)の速度ポテンシャルを x及び y で偏微分したものが各方向流速になっていることが容易に確か

められる．また，Ψ = 0とした場合，
y = x tanα (3.5)

を得る．Ψ = const.が一本の流線を表しているので，傾き tanαの直線であることが確かめられる (3.1)．

(2)湧き出し・吸い込み

次の基本要素の流れとして湧き出し・吸い込みを取り上げる．図 3.2に示す様に，原点 oから流れが放射方向に流れ

出ている流れを考える．流れ出る流量を Qとする．検査面を図の様に設け，ここでの半径方向流速を ur として，以下

の関係が成り立つ．

Q =

∫ 2π

0

urrdθ (3.6)

ur，r は検査面において一定であるので，以下の式を得る．

ur =
Q

2πr
(3.7)

また，ur に直交する接線方向の流速 uθ は uθ = 0となる．図中左上に示されている流速の成分分解の関係より，x方

向流速，y 方向流速の u，v は

u = ur cos θ − uθ sin θ =
Q

2πr
cos θ

v = ur sin θ + uθ cos θ =
Q

2πr
sin θ

(3.8)

となる．複素速度は
df

dz
=

Q

2πr
(cos θ − sin θ) =

Q

2πreiθ
=

Q

2πz
(3.9)

となるので，複素速度ポテンシャルは

f(z) =
Q

2π
log z (3.10)

となる．尚，Q > 0が湧き出しであり，Q < 0が吸い込みを意味する．また，虚部を取り出した流れ関数は

Ψ(r, θ) =
Q

2π
θ (3.11)

であり，Ψ = const.は原点から放射状に伸びた線を表す．このことからもこの複素速度ポテンシャルは原点から流れ

出る様子を表していることが確認できる．

(3)渦糸
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３つ目は渦糸である．図 3.3に示す様に，原点 Oを中心として半時計回りの渦糸が存在しているとする．この渦糸

が作る半径 r における検査面での循環が Γであるとする．(2.18)に示した循環の定義より，uθ を回転流における接線

方向流速として

Γ =

∫ 2π

0

uθrdθ (3.12)

となる．uθ 及び r は検査面において一定であるから，uθ は

uθ =
Γ

2πr
(3.13)

となる．この流れにおいて半径方向流速 ur は ur = 0 となる．図 3.3 の左上図から分かるように，x 方向，y 方向流

速は

u = ur cos θ − uθ sin θ = − Γ

2πr
sin θ

v = ur sin θ + uθ cos θ =
Γ

2πr
cos θ

(3.14)

であり，複素速度は
df

dz
= − iΓ

2πr
(cos θ − i sin θ) = − iΓ

2πz
(3.15)

が得られ，ここから渦糸の複素速度ポテンシャルは

f(z) = − iΓ

2π
log z (3.16)

を得る．尚，Γ > 0の時に反時計周りの渦糸を表し，Γ < 0の時に時計回りの渦糸を表す．流れ関数 Ψは，

Ψ(r, θ) = − Γ

2π
log r (3.17)

であり，Ψ = const.は r = const.となることから図 3.3の様に半径が等しいところが渦糸の一本の流線を表す．

O
x

y
ru

q
u

q
u

v
y

x

r
q

q
u

図 3.3: 渦糸
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図 3.4: 二重湧き出しの導出

ポテンシャル流れは渦無しであるはずである．この渦糸はどうであろうか．この流れ場の渦度 ω は

ω =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y 0

− Γ
2πr sin θ

Γ
2πr cos θ 0

∣∣∣∣∣∣ (3.18)

である．ここで，r =
√
x2 + y2，cos θ = x/r，sin θ = y/r であるから，これを計算して ω = 0を得る．よって渦糸

はポテンシャル理論の大原則である渦無しは満たしていることが分かる．渦糸は流体力学的には渦無しの渦とも呼ばれ
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る．

(4) 二重湧き出し

基本要素の四つ目が二重湧き出しである．基本的な流れの要素の組み合わせから導出されるため基本要素には属さな

いようにも思われるが，極限の操作により一つのポテンシャルで表される為，やはり基本要素と言えよう．今，図 3.4

に示される様に x = −ϵの位置に湧き出しを，x = ϵの位置に吸い込みを置く．この時の複素速度ポテンシャルは

Q

2π
{log(z + ϵ)− log(z − ϵ)} (3.19)

となる．極限操作 (ϵ→ 0)の為に以下のように式変形を行う．

Q

2π
log

z + ϵ

z − ϵ
=

Q

2π
log

1 + ϵ
z

1− ϵ
z

=
Q

2π

{
log

(
1 +

ϵ

z

)
− log

(
1− ϵ

z

)}
(3.20)

ϵは後の極限操作で 0に近づけるので ϵ/z 周りの Taylor展開を考える．log(1 + x)の１次近似は下記であるから

log(1 + x) = x+ · · · (3.21)

これを利用する．また，湧き出しと吸い込みの距離 2ϵを近づける．この際，湧き出しと吸い込みの大きさ Qを調整し

ながら近づける．即ち，2ϵQ→ µという極限にする．

f(z) = lim
2ϵQ→µ

Q

2π

{
log

(
1 +

ϵ

z

)
− log

(
1− ϵ

z

)}
= lim

2ϵQ→µ

{
2ϵQ

2πz

}
=

µ

2πz
(3.22)

(3.22)を二重湧き出しの複素速度ポテンシャルという．以上の 4つの基本要素を用いて様々な流れ解析が行うことが出

来る．

二重湧き出しの特性をもう少し分析してみよう．簡単のために，仮に µ = 2π とする．速度ポテンシャル，流れ関

数は

Φ(x, y) =
1

2π

x

x2 + y2

Ψ(x, y) = − 1

2π

y

x2 + y2

(3.23)

となる．Ψ = const.が一本の流線を表すから Ψ = −1の時の流線を考えると，x2 +
(
y − 1

2

)2
= 1

4 となり，図 3.5 に

示すように中心点
(
0, 12

)
，半径 1

2 の円が一本の流線となることが分かる．
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図 3.5: 二重湧き出し
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図 3.6: 軸が傾いた場合の二重湧き出し

速度ポテンシャルより，この二重湧き出しの流れ場の流速は

u(x, y) =
∂Φ

∂x
=

−x2 + y2

(x2 + y2)
2

v(x, y) =
∂Φ

∂y
=

−2xy

(x2 + y2)
2

(3.24)
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となる．流線上 (x2 +
(
y − 1

2

)2
= 1

4 )では，

u(x, y) =
2y2 − y

y2

v(x, y) =
−2xy

y2

(3.25)

となる．これより，図 3.5 に示すように，(x, y) = (− 1
2 ,

1
2 ) の位置における流速 (u, v) は (0, 2)，(x, y) = (0, 1) では

(1,0)，(x, y) = ( 12 ,
1
2 )では (0,−2)を得る．即ち，吹き出しを置いた方から吸い込みの方に流れが流れていることが確

認できる．

この二重湧き出しは y = 0に対して線対称なものであった．この軸が α傾いている場合の二重湧き出しについて考

えてみる．図 3.6に示す様に，湧き出しと吸い込みを y′ 上の x′ = −ϵ及び x′ = ϵに置く．湧き出し，吸い込みのそれ

ぞれの位置は x, y 座標系だと z = −ϵ cosα− iϵ sinα = −ϵeiα，z = ϵ cosα+ iϵα = ϵeiα である．よって，これらを組

み合わせた複素速度ポテンシャルは

Q

2π
log

(
z + ϵeiα

)
− Q

2π
log

(
z − ϵeiα

)
(3.26)

となる．この極限は先程と同様の方法に従う．即ち，

Q

2π
log

z + ϵeiα

z − ϵeiα
=

Q

2π
log

1 + ϵeiα

z

1− ϵeiα

z

=
Q

2π

{
log

(
1 +

ϵeiα

z

)
− log

(
1− ϵeiα

z

)}
(3.27)

と，変形し，ϵ → 0の極限を考えれば ϵeiα

z は大変小さいので，Taylor展開の１次近似を用いて次の極限計算となる．

この際，2ϵQ→ µを用いている．

f(z) = lim
2ϵQ→µ

Q

2π

(
2ϵeiα

z

)
=

µ

2πz
eiα (3.28)

この (3.28)が軸が傾斜している時の二重湧き出しとなる．

湧き出しと吸い込みとを組み合わせ，極限まで近づけることで二重湧き出しが求められた．更に分析を進めることで

湧き出しと二重湧き出しはどのように数学的に関係づけられるのかを考えてみたい．このことを理解することは Green

の定理を用いた境界要素法の物理的な解釈に繋がる．海洋工学において，境界要素法は浮体に生じる波力や浮体が波の

中で揺れる際の放射波 (radiation wave)等の解析で用いられる有用な手法である．

任意の 2点 Q(xQ, yQ)及び Q1(xQ1, yQ1)に湧き出しと，吸い込みが置かれている場合，点 P(x, y)における速度ポ

テンシャルは
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図 3.7: 湧き出しと二重湧き出しの数学的関係

Φ(x, y) =
Q

2π
(log r − log r1) = − Q

2π
(log r1 − log r) (3.29)
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である．ここで，r =
√
(x− xQ)2 + (y − yQ)2 であり，r1 =

√
(x− xQ1)2 + (y − yQ1)2 である．今，δ を点 Q1 か

ら点 Qの物理量の差分を表すものとすれば，上式は

Φ(x, y) = − Q

2π
δ (log r) = − Q

2π

{
∂

∂xQ
(log r) δxQ +

∂

∂yQ
(log r) δyQ

}
= − Q

2π
δrQ · gradQ (log r)

= −Qδs
2π

e · gradQ (log r) =
Qδs

2π
e · grad (log r) =

Qδs

2π

∂

∂s
(log r)

(3.30)

となる．上式において，δxQ = xQ1 − xQ，δyQ = yQ1 − yQ，δrQ = (δxQ, δyQ) である．また，線分 QQ1 の大きさ

を δs，QQ1 の単位方向ベクトルを eとして，
−−→
QQ1 = δrQ = eδs を用いている．gradQ は

(
∂

∂xQ
, ∂
∂yQ

)
と定義され，

grad ≡
(

∂
∂x ,

∂
∂y

)
の為，+−が入れ替わった．最後に，e · grad は e = (lx, ly)として，

∂

∂s
=
∂x

∂s

∂

∂x
+
∂y

∂s

∂

∂y
= lx

∂

∂x
+ ly

∂

∂y
= e · grad (3.31)

の関係を用いている．

また，

Φ(x, y) = − Q

2π
δ (log r) = − Q

2π

δr

r
=
Qδs cos θ

2πr
(3.32)

としても表すことが出来る．ここで，δr = r1 − r = −δs cos θ の関係を用いている (図 3.7左下参照)．Qδs → µとし

たものが二重湧き出しであった．更に，(3.32)は µ = 2π，r =
√
x2 + y2，cos θ = x/r として考えれば (3.23)と同じ

だと分かる．また，(3.32)の軸は
−−→
QQ1 の方向であることをここで改めて言及しておきたい．

以上の (3.30)及び (3.32)より，湧き出し及び吸い込みの方向微分したもの (∂/∂s(log r))が二重湧き出し (cos θ/r)

であり，またその方向は二重湧き出しの軸に一致することが確認できる．

2次元の境界要素法における境界積分方程式では nを法線として

∂

∂n
(log r) (3.33)

という項が生じる．これは法線方向に軸を持つ二重湧き出しを意味している．

3.2 一様流中に置かれた円柱

図 3.8に示されるように半径 aの円柱が流速 U の一様流れ中に置かれている流れを考えてみたい．ポテンシャル理

論は基礎的な流れの組み合わせによって様々な流れを表すことは既に 3.1節で述べた．この流れ場は図 3.9に示すよう

に一様流と二重湧き出しの組み合わせで表されることが知られている．また，流れは十分に時間が経って定常な流れに

なっているとし，時間 tに依らないものとする．この複素速度ポテンシャルは

f(z) = Uz +
µ

2πz
(3.34)

である．この段階で二重湧き出しの強さ µは未知数である．この µの強さを境界条件に合わせて求めることで一様流

中に置かれる円柱周りの複素速度ポテンシャルが求めることがポテンシャル理論の特徴である．

この場合の境界条件は ur を円柱半径方向流速として，円柱表面上 (r = a)において ur = 0である．即ち，円柱から

流体が流れ出てくることはないという条件であるが，2.2節で示したことを基に示してみよう．(2.10)より，r = aに

おいて
u · n = (u, v) · (cos θ, sin θ) = 0 (3.35)

である．図 3.9の右下図より，u cos θ + v sin θ = ur であるから，ここからも円柱上での境界条件が ur = 0であるこ

とが示される．

さて，この境界条件を用いて当初の目的であった二重湧き出しの強さ µを求める．未知数が一つであるから一つの

境界条件で十分である．複素速度ポテンシャルから実部を取り出せば速度ポテンシャルを求めることが出来る．極座標

z = reiθ を用いて

Φ(r, θ) =
(
Ur +

µ

2πr

)
cos θ (3.36)
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図 3.8: 一様流中に置かれた円柱
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図 3.9: 一様流と二重湧き出しの組み合わせ

が速度ポテンシャルとして得られる．ur = ∂Φ
∂r であるので，半径方向流速は

ur =
∂Φ

∂r
=

(
U − µ

2πr2

)
cos θ (3.37)

で与えられる．r = aで ur = 0が境界条件であるから

µ = 2πa2U (3.38)

となる．以上より一様流中の複素速度ポテンシャルは

f(z) = U

(
z +

a2

z

)
(3.39)

となる．また，速度ポテンシャルは

Φ(r, θ) = U

(
r +

a2

r

)
cos θ (3.40)

となる．

ポテンシャル理論の一つの特徴が複素速度ポテンシャルなり速度ポテンシャルを求めることによってここから流れ場

における各点の流速なり，圧力なりが陽に求まることである．流体力学の目的の一つが流れ場や流速分布の可視化や構

造物に生じる流体荷重を求めることにある．ここではまず円柱周りにおける流速分布について求めてみよう．

r = aにおいて境界条件からも明らかなように半径方向流速 ur は 0である．接線方向流速 uθ は

uθ
∣∣
r=a

=
1

r

∂Φ

∂θ

∣∣∣∣
r=a

= 2U sin θ (3.41)

となる．図 3.10に流速分布を示す．uθ は反時計回りが正であることに注意を要する．流速が 0となる点のことをよど

み点と呼ぶ．円柱周りであれば θ = 0, 180◦ がよどみ点である．次に圧力分布については Bernoulliの定理から考える．

十分上流の流速は U，圧力は p0 である．円柱周りの流速は
√
u2r + u2θ = uθ であり，圧力を pθ として，

1

2
ρU2 + p0 =

1

2
ρ (−2U sin θ)

2
+ pθ (3.42)

が成り立つ．ここで流体の密度を ρとした．これより円柱周りの圧力 pθ は

pθ = p0 +
1

2
ρU2

(
1− 4 sin2 θ

)
(3.43)

となる．
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図 3.10: 円柱表面における流速分布

図 3.11: 円柱表面の圧力係数

円柱周りの圧力が求められたのでここから円柱に生じる流体力を求めることが出来る．図 3.10の右上図の関係に留

意して，また，その流体力を Fx, Fy として，以下を得る．

Fx = −
∫ 2π

0

pθ cos θadθ = −a
∫ 2π

0

{
p0 +

1

2
ρU2

(
1− 4 sin2 θ

)}
cos θdθ = 0

Fy = −
∫ 2π

0

pθ sin θadθ = −a
∫ 2π

0

{
p0 +

1

2
ρU2

(
1− 4 sin2 θ

)}
sin θadθ = 0

(3.44)

流れの中に置かれた円柱に生じる流体力が 0というのは現実の現象にはそぐわない．しかしポテンシャル理論で計算す

ると 0となってしまう．この実際との異なる現象をダランベールのパラドックスと言う．このパラドックスは何故生じ

るかを少し考えてみたい．円柱表面での圧力を無次元化してみよう．上流圧力からの上昇分 pθ − p0 を動圧 ( 12ρU
2)で

割ったものを圧力係数 Cp と定義すると以下を得る．

Cp =
pθ − p0
1
2ρU

2
= 1− 4 sin2 θ (3.45)

図 3.11に円柱表面における圧力係数を示す．横軸が θ である．0 ∼ π のみ示したのは π ∼ 2π も全く同じであるから

である．図から分かるように，上流面 ( 12π ∼ π)と下流面 (0 ∼ 1
2π)で対称な圧力係数となっている．つまり，上流面

で円柱を押す流体力と下流面で円柱を押す流体力とが釣り合っている状態となっている．これを積分しても 0となるの

は当たり前と言える．



第 3章 完全流体の力学 (2次元編) 28

半径方向流速 ur，接線方向流速 uθ と速度ポテンシャル Φの関係� �
半径方向流速 ur，接線方向流速 uθ と速度ポテンシャルとの関係は

ur =
∂

∂r
Φ(r, θ), uθ =

1

r

∂

∂θ
Φ(r, θ) (3.46)

で表される．これを導いてみる．ur，uθ は図 3.8における右下図より以下の関係を得る．また，速度ポテンシャ

ルと x方向流速 u，y 方向流速 v との関係を用いると以下を得る．

ur = u cos θ + v sin θ =
∂Φ

∂x
cos θ +

∂Φ

∂y
sin θ

uθ = −u sin θ + v cos θ = −∂Φ
∂x

sin θ +
∂Φ

∂y
cos θ

(3.47)

chain rule，及び r =
√
x2 + y2, θ = arctan(y/x)の関係を用いて以下を得る．

∂Φ

∂x
=
∂Φ

∂r

∂r

∂x
+
∂Φ

∂θ

∂θ

∂x
=
∂Φ

∂r
cos θ − ∂Φ

∂θ

sin θ

r
∂Φ

∂y
=
∂Φ

∂r

∂r

∂y
+
∂Φ

∂θ

∂θ

∂y
=
∂Φ

∂r
sin θ +

∂Φ

∂θ

cos θ

r

(3.48)

(3.48)を (3.47)に代入して整理すると (3.46)の関係が得られる．� �

3.3 一様流中に置かれた平板翼の揚力

揚力の発見は人類の歴史を大きく変えたと言っても過言ではない．飛行機という発明により，人類は空を飛び高速で

移動できるようになった．古くからあるヨットやオランダに見られる風車で揚力が使われているように，人類は揚力自

体は経験的に使っていた．一方で，揚力の理論的な解釈や，実験による揚力の測定は 20世紀に入ってからである．

ここでは平板翼の揚力の解析方法について述べる．平板を数式で表わし境界値問題を解くことは難しいので写像を

使ってこの問題を解く．

(1) Joukowski変換

o
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a
J

図 3.12: ζ 平面に置かれた円柱
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-2a 2a

図 3.13: z 平面に写像された平板

z = ζ +
a2

ζ
(3.49)

という ζ 平面から z 平面への写像関数を Joukowski変換という．図 3.12に示されるように円が中心 (0,0)に置かれて

いる例を考える．この円は ζ = aeiϑ と表わされる．(3.49)に代入して z = 2a cosϑが得られる．これは実部のみ残っ
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ていることが分かる．図 3.13 に示される様に，例えば ζ 平面の円上の ϑ = 0◦ は z 平面において (2a,0) に写される

ことが分かる．0 ≤ ϑ ≤ 360であるので ζ 平面で円であったものが z 平面では長さ 4aの線分 (平板)になることが分

かる．

ここでは詳細は示さないが，ζ 平面における円の中心をずらすことにより Joukowski翼が z 平面に生じることが知

られている．

また，幾何学的な写像のみならず流れ場も写像される．例えば z 平面において f(z) = Uz は流速 U の一様流れを表

すわけであるが，平板 (線分)が置かれている場合も迎角が無ければ流れは一様流と同じである．ζ 平面に写像すると

f(ζ) = U(ζ + a2

ζ )となり，z 平面で平板周りの一様流れが ζ 平面において一様流中の円柱周りの流れになっているこ

とが確認される．

(2) 一様流中の平板周りの流れと Kuttaの条件

o
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z

a
q

U r0
p

a

図 3.14: 一様流中の回転円柱 (ζ 平面)
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図 3.15: 一様流中の平板 (z 平面)

ζ 平面において

f(ζ) = U

(
e−iαζ +

a2eiα

ζ

)
+
iΓ

2π
log ζ (3.50)

という流れ場を考える．これは ζ 平面において図 3.14に示す様に ξ 軸に対して αの角度から流入する一様流中に半径

aの回転円柱があり，回転円柱が Γの循環を作り出している流れの複素速度ポテンシャルである．

これを z 平面に写像することを考えると，4a の平板が迎角 α の一様流中に置かれている流れと言うことになる．

しかし，循環 Γ は何を意味しているのであろうか．それを考える上で重要となるのが z = 2a における流速である．

z = 2aにおける複素速度は

df(z)

dz

∣∣∣∣
z=2a

=
df(ζ)/dζ

dz/dζ

∣∣∣∣
ζ=a

=
U(e−iα − a2eiα/ζ2) + iΓ/(2πζ)

1− a2/ζ2

∣∣∣∣
ζ=a

(3.51)

である．分母からも分かるように ζ = a即ち翼端において流速が発散することが分かる．これは現実とは乖離がある．

(図 3.15)これを解消するために分子の値が 0となるように Γの値を定める．これを Kuttaの条件と言う．

Γ = 4πaU sinα (3.52)

である時に分子の値が 0となる．このように Γを決めることにより (3.51)は 0/0の不定形となる．実際に翼端の流速

はロピタルの定理により以下のように計算することが出来る．

df(z)

dz

∣∣∣∣
z=2a

= lim
ζ→a

2Ua2eiα/ζ3 − iΓ/(2πζ2)

2a2/ζ3
= U cosα (3.53)

即ち，翼端で U cosαとなり，これは一様流の x方向流速に等しい．Kuttaの条件を課すことで翼端で理にかなった結

果を得られることとなる．実際の実験においても翼端で流体は接して離れる現象が見られる．ところで循環を加えた
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図 3.16: Kuttaの条件を課した後の翼端の状況

(3.50) のモデルは一体何を意味していたのであろうか．それは翼上面と翼下面の流速差を表していたことになる．図

3.16に示される様に翼上面では一様流と反時計回りの循環により流速が上がり結果として Bernoulliの定理より圧力が

小さくなり，翼下面では流速が下がり圧力が大きくなることとなる．この圧力差が揚力を生み出したこととなる．

(3) 揚力計算

複素速度ポテンシャルが得られたので，翼に生じる風荷重を計算してみよう．本来は物体表面圧力を積分し求めるこ

とも可能かもしれないが，(2.73)において示された Blasiusの公式により物体を取り囲む任意の閉曲線の周回積分によ

り求めることが可能である．即ち

Fx − iFy =
iρ

2

∮
C

(
df

dζ

)2
dζ

dz
dζ (3.54)

であり，df(ζ)/dζ 及び dz/dζ の計算結果を代入し

Fx − iFy =
iρ

2

∮
C

{
U(e−iα − a2eiα/ζ2) + iΓ/(2πζ)

}2

1− a2/ζ2
dζ (3.55)

となる．これを計算して，

Fx − iFy ≈ iρ

2

∮
C

{
U(e−iα − a2eiα/ζ2) + iΓ/(2πζ)

}2 (
1 + a2/ζ2 + · · ·

)
dζ (3.56)

となる．ここで，無限等比級数の和の公式を用いている．留数定理より 1/ζ の項のみ残ることは明らかである．以上

より

Fx − iFy ≈ iρ

2

∮
C

iΓ

π
Ue−iα 1

ζ
dζ =

−ρUe−αΓ

2π
× 2πiRes

[1
ζ
, 0
]
= −iρUΓe−iα (3.57)

Fx = −ρUΓ sinα, Fy = ρUΓ cosα (3.58)

となる．流れに垂直な成分を L，流れに水平な成分を D とすれば

L = ρUΓ, D = 0 (3.59)

となる．この流れに垂直な成分 Lを揚力，水平な成分 D を抗力と言う．摩擦等の成分を考慮していない為に抗力は 0

となっているが，循環を考えたことで揚力が理論的に得られたことになる．揚力は先ほど得られた循環 Γより

L = 4πρaU2 sinα (3.60)

となる．流れによる力は一般的に代表する速度 U の２乗，代表する断面積 S，流体密度 ρに比例する．これで無次元

化した CL，CD は

CL =
L

1
2ρSU

2
= 2πα, CD =

D
1
2ρSU

2
(3.61)

を得る．代表面積 S は翼弦長 4a，翼幅 1として S = 4aとした．また，αは小さい為，sinα ≈ αとした．
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第 4章

波

海洋工学と他の工学分野との流体力学的な大きな違いは自由表面を扱うことにあるだろう．物体表面とは

大きく異なり，海面は自由に変化することは容易に想像がつく．本章では最初に自由表面をどのような条件

で表すかについて考える．また，波は理想流体として扱うことが多く，本章でも速度ポテンシャルを用いて

自由表面条件を導出する．更には，速度ポテンシャルの支配方程式である Laplaceの式，及び境界条件を解

くことにより波の速度ポテンシャルを導出してみたい．

4.1 境界条件

h

z

周期T
波の進行方向

x

z

o

y

図 4.1: 規則波

図 4.1に示す様に水深 hに波の振幅 ζ，波の周期 T の規則波が x軸正方向に進行しているとする．波だけの問題を

考える時，一般的には２つの境界条件を考える必要がある．１つが自由表面の条件であり，もう１つが水底の条件であ

る．最初に自由表面条件について考える．

2.2節 (2.13)に示される様に自由表面の境界面の形状を F (x, t) = 0として

∂F

∂t
+ u

∂F

∂x
+ v

∂F

∂y
+ w

∂F

∂z
= 0 (4.1)

で表される．波形を z = Z(x, y, t)とすれば F (x, t) = z − Z(x, y, t) = 0となるので，

∂

∂t
(z − Z) +

∂Φ

∂x

∂

∂x
(z − Z) +

∂Φ

∂y

∂

∂y
(z − Z) +

∂Φ

∂z

∂

∂z
(z − Z) = 0 (4.2)
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を得る．これを変形して，
∂Z

∂t
+
∂Φ

∂x

∂Z

∂x
+
∂Φ

∂y

∂Z

∂y
− ∂Φ

∂z
= 0 (4.3)

が得られる．これを自由表面における運動学的条件と呼ぶ．この条件は２次の項があるため，一般の解析法では解くこ

とが出来ない．そこで，微小振幅波の仮定を引く．２次の項 (例えば ∂Φ
∂x

∂Z
∂x )を省略し，また z = 0での条件に置き換

える．以上より以下を得る．
∂Z

∂t
=
∂Φ

∂z
(4.4)

これは線形化された自由表面における運動学的条件と呼ばれる．

次に，自由表面上における Bernoulliの定理は (2.57)より

ρ
∂Φ

∂t
+

1

2
ρ

{(
∂Φ

∂x

)2

+

(
∂Φ

∂y

)2

+

(
∂Φ

∂z

)2
}

+ pa + ρgZ = 0 (4.5)

となる．今，大気圧 pa を基準に考える．即ち pa = 0とする．ここでも微小振幅波の仮定より，２次の項を省略し，ま

た，z = 0での条件に置き換え，

ρ
∂Φ

∂t
+ ρgZ = 0 (4.6)

を得る．これを圧力の条件と言う．(4.6)を (4.4)に代入して整理して

∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
= 0 (4.7)

となる．これが微小振幅波における自由表面の条件である．

次に水底の条件を考える．図より水底の法線は n = (0, 0, 1)である．2.2節 (2.10)より(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
· (0, 0, 1) = 0 (4.8)

となる．よって，z = −hにおいて
∂Φ

∂z
= 0 (4.9)

が得られる．これを水底の条件と言う．

4.2 微小振幅波の速度ポテンシャル

図 4.1の波において規則波の角周波数 ω は ω = 2π/T である．また，波の振幅を ζ とする．x軸に沿った波という

ことで，この場合の流場の速度ポテンシャルを Φ(x, z, t)と表し，

Φ(x, z, t) = ℜ
{
ϕ(x, z)eiωt

}
(4.10)

の様に，時間項を分離して考える．また，速度ポテンシャルは Laplaceの式

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0 (4.11)

を満たす．また，境界条件は前節より

−ω2ϕ+ g
∂ϕ

∂z
= 0 (z = 0)

∂ϕ

∂z
= 0 (z = −h)

(4.12)

となる．この境界値問題を解くことで規則波の速度ポテンシャルが求められる．変数分離法により求める．即ち

ϕ = X(x)Z(z) (4.13)
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と置けば，これを (4.11)に代入して

−X
′′

X
=
Z ′′

Z
= k2 (4.14)

となる．ここで k は分離定数である．ここから以下の常微分方程式を得る．

X ′′(x) + k2X(x) = 0

Z ′′(z)− k2Z(z) = 0
(4.15)

これらの常微分方程式の一般解は

X(x) = Aeikx +Be−ikx

Z(z) = Cekz +De−kz
(4.16)

である．A,B,C,D は境界条件によって決まる定数である．図 4.1の様な x方向への進行波を表すのは e−ikx となる．

(4.12)に示された水底の条件より

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=−h

= X(x)
dZ

dz

∣∣∣∣
z=−h

= kX(x)
(
Ce−kh −Dekh

)
= 0 (4.17)

であるから
Ce−kh = Dekh (4.18)

を得る．これより Z(z)は

Z(z) = Ce−kh
{
ek(z+h) + e−k(z+h)

}
= 2Ce−kh cosh k(z + h) (4.19)

となる．求められた Z(z)と X(x)を (4.13) と (4.10)に戻して

Φ(x, z, t) = ℜ
{
2BCe−kh cosh k(z + h)e−ikxeiωt

}
(4.20)

となる．(4.6)より波形 Z(x, t)は

Z(x, t) = −1

g

∂Φ

∂t

∣∣∣∣
z=0

(4.21)

と表わされるので，(4.20)を代入して

Z(x, t) = −1

g
ℜ
{
2BC(iω)e−ikxe−kh cosh kheiωt

}
(4.22)

となる．規則波の振幅は ζ なので，係数 B 及び C は結局

B × C = − gζ

2ωe−kh cosh kh
(4.23)

となる．以上より，波の速度ポテンシャルは

Φ(x, z, t) = ℜ
{
−gζ
ω

cosh k(z + h)

cosh kh
ei(ωt−kx)

}
(4.24)

で表される．また，(4.20)の時間の項 eiωt を除いた部分が ϕであるので，これを自由表面の条件 (4.12)に代入すると

以下の式を得る．
ω2

g
= k tanh kh (4.25)

これを波の分散関係式と言う．
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第 5章

波浪中の浮体運動解析

5.1 速度ポテンシャルと浮体運動の関係

h

b
x

z

o

y

図 5.1: 波浪中の浮体
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図 5.2: 空間固定および物

体固定座標系

入射波振幅 ζ，波周期 T (角振動数 ω)，波向き βの波浪中に係留された浮体がある問題を考える (図 5.1参照)．浮体の

水平変位をXT (= (ℜ(ξ1eiωt),ℜ(ξ2eiωt),ℜ(ξ3eiωt))，水線面中心の回転変位をXR(= (ℜ(ξ4eiωt),ℜ(ξ5eiωt),ℜ(ξ6eiωt))

とする．j = 1が surge，j = 2が sway，j = 3が heave，j = 4が roll，j = 5が pitch，j = 6が yawを意味してい

る．また，ξj は浮体の j 方向の複素運動振幅を意味している．座標系 o− xyz は空間固定座標系である．

浮体が波浪中を動揺している時，浮体の運動振幅 ξj や入射波振幅 ζ に速度ポテンシャルは比例すると仮定すれば流

場の速度ポテンシャルは以下のように規格化された速度ポテンシャル ϕj や ϕD を用いて

Φ(x, t) = ℜ


 6∑

j=1

ξjϕj(x) + ζϕD(x)

 eiωt

 (5.1)

と表わされる．当然ながら流場の速度ポテンシャル Φ(x, t)は Laplaceの式を満足する為，ϕj や ϕD はやはり以下の

Laplaceの式を満足する．

∂2ϕD
∂x2

+
∂2ϕD
∂y2

+
∂2ϕD
∂z2

= 0

∂2ϕj
∂x2

+
∂2ϕj
∂y2

+
∂2ϕj
∂z2

= 0

(5.2)

次に物体表面条件について考えてみたい．(2.9)式に示される

{u(x, t)− u′(x, t)} · n(x) = 0 (5.3)

が物体表面条件である．このことからも物体表面上での流速 u(x, t)と物体表面任意位置での速度 u′(x, t)を示す必要

がある．物体表面上での流体流速 u(x, t)は
u(x, t) = ∇Φ(x, t) (5.4)
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図 5.3: 位置ベクトルの関係

であり，u(x, t) · n(x)は

u(x, t) · n =
∂Φ

∂n
(5.5)

となる．次に (5.3)における u′(x, t) ·n(x)を示す．浮体の運動と浮体上任意の点の位置ベクトル xを関係付けてみた

い．図 5.2に示す様に x0 を物体固定座標系の位置ベクトルとして，空間固定座標系における位置ベクトル xとの関係

は図 5.3に示される関係を参考にして
x = x0 +XT (t) +XR(t)× x0 (5.6)

で表される．XR(t)× x0 については少し分かりにくいところもあるので，p.37に解説を示す．これを時間微分して浮

体表面における速度 u′(x, t)は
u′(x, t) = ẊT (t) + ẊR(t)× x0 (5.7)

となる．従って，(5.3)の u′(x, t) · nは以下のようになる．

u′(x, t) · n = ẊT (t) · n+ ẊR(t) · (x0 × n) (5.8)

浮体は角振動数 ω の周期運動であることに注意し，(5.1)で示される様に速度ポテンシャルは各運動成分に分解出来る

ので，６自由度運動に関わる物体表面条件として以下を得る．

∂ϕj
∂n

= iωnj (j = 1, 2, 3)

∂ϕj
∂n

= iω (x0 × n)j−3 (j = 4, 5, 6)

(5.9)

(5.9)の各運動モードの境界値問題を radiation問題と呼ぶ．また，この ϕj のことを radiationポテンシャルと言う．

ϕD については
∂ϕD
∂n

= 0 (5.10)

となる．この ϕD の境界値問題を diffraction 問題と言い，ϕD のことを diffraction ポテンシャルと言う．この

diffractionポテンシャルには入射波の速度ポテンシャル ϕ0 と反射波の速度ポテンシャルが入っていると言える．反射

波の速度ポテンシャルを ϕ7 として
ϕD = ϕ0 + ϕ7 (5.11)

である．よって，
∂ϕ7
∂n

= −∂ϕ0
∂n

(5.12)

が実際に解くべき物体表面上における境界条件となる．

残る境界条件は自由表面条件及び水底条件である．自由表面条件は全ての速度ポテンシャルが (4.7)で示した

∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
= 0 (5.13)
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を満たす必要があるので，各速度ポテンシャル ϕj は z = 0において

−ω2ϕj + g
∂ϕj
∂z

= 0 (j = 1 ∼ 7) (5.14)

を満たす必要がある.

最後の境界条件となる水底条件については，既に (4.9)で示した通り

∂Φ

∂z
= 0 (5.15)

である．従って ϕj(j = 1 ∼ 7)は z = −hにおいて以下を満足する必要がある．

∂ϕj
∂z

= 0 (j = 1 ∼ 7) (5.16)

尚，入射波ポテンシャルは既にこの条件を満足している．

以上が速度ポテンシャルの支配方程式及び境界条件である．
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回転運動する浮体固定座標系と空間固定座標系との関係� �
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(i)roll
回転運動による浮体固定座標系と空間固定座標系との関係は，図に示す様に (i)roll→(ii)pitch→(iii)yawの順番

に回転させて考えると良い．図 (i)に示す様に，x軸周りに回転運動したとする．その際の回転角を ξ4 とする．回

転後の船体固定座標系の x̃0 と空間固定座標系の xとの関係はxy
z

 =

1 0 0
0 cos ξ4 − sin ξ4
0 sin ξ4 cos ξ4

x̃0ỹ0
z̃0

 (5.17)

となる．その後，(ii)の様に x̃0 において ỹ0 軸周りに回転角 ξ5 で回転し，x̂0 になったとする．この際は以下の関

係式を得る． x̃0ỹ0
z̃0

 =

 cos ξ5 0 sin ξ5
0 1 0

− sin ξ5 0 cos ξ5

x̂0ŷ0
ẑ0

 (5.18)

最後に，(iii)の様に x̂0 において ẑ0 軸周りに回転角 ξ6 で回転し，x0 になったとする．この際は以下の関係式を

得る． x̂0ŷ0
ẑ0

 =

cos ξ6 − sin ξ6 0
sin ξ6 cos ξ6 0
0 0 1

x0y0
z0

 (5.19)

よって，空間固定座標系である xと物体固定座標系である x0 の関係はxy
z

 =

 cos ξ5 cos ξ6 − cos ξ5 sin ξ6 sin ξ5
cos ξ4 sin ξ6 + sin ξ4 sin ξ5 cos ξ6 cos ξ4 cos ξ6 − sin ξ4 sin ξ5 sin ξ6 − sin ξ4 cos ξ5
sin ξ4 sin ξ6 − cos ξ4 sin ξ5 cos ξ6 cos ξ4 sin ξ5 sin ξ6 + sin ξ4 cos ξ6 cos ξ4 cos ξ5

x0y0
z0

 (5.20)

となる．今，

[R]
−1

=

 cos ξ5 cos ξ6 − cos ξ5 sin ξ6 sin ξ5
cos ξ4 sin ξ6 + sin ξ4 sin ξ5 cos ξ6 cos ξ4 cos ξ6 − sin ξ4 sin ξ5 sin ξ6 − sin ξ4 cos ξ5
sin ξ4 sin ξ6 − cos ξ4 sin ξ5 cos ξ6 cos ξ4 sin ξ5 sin ξ6 + sin ξ4 cos ξ6 cos ξ4 cos ξ5

 (5.21)

とする．この [R]のことを回転行列と言い，空間座標系と回転運動した物体固定座標系とを結びつける関係を求め

ることが出来る．また，Taylor展開して１次の項のみ考えれば以下を得る．

[R]
−1

=

 1 −ξ6 ξ5
ξ6 1 −ξ4
−ξ5 ξ4 1

 (5.22)

結局， xy
z

 =

 1 −ξ6 ξ5
ξ6 1 −ξ4
−ξ5 ξ4 1

x0y0
z0

 = (ξ4, ξ5, ξ6)× (x0, y0, z0) (5.23)

となる．今，回転運動変位をXR = (ξ4, ξ5, ξ6)とすれば

x = XR × x0 (5.24)

という関係式を得る．� �
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5.2 浮体に生じる流体による力とモーメント

前節では diffractionポテンシャルや radiationポテンシャルの支配方程式，及び境界条件について示した．浮体形状

は任意形状であることがほとんどであり，この際の境界値問題の代表的な解法として境界要素法等で解かれることが多

い．本節では diffraction, radiationポテンシャルが既に求まったとして，浮体に生じる力やモーメントについて述べ

ていく．

一般化された Bernoulliの定理 (2.57)より，浮体に生じる圧力は２次の高次項を省略し

p = −ρ
(
∂Φ

∂t
+ gz

)

= −ρℜ


 6∑

j=1

ξjϕj + ζ (ϕ0 + ϕ7)

 iωeiωt

− ρgz

(5.25)

であり，浮体に生じる力 F (t)及びモーメントM(t)は

(
F (t)
M(t)

)
=− ρg

∫∫
SB

(
n

x× n

)
zds

− ρℜ
{ 6∑

j=1

iωξje
iωt

∫∫
SB

(
n

x× n

)
ϕjds

}
− ρℜ

{
iωζeiωt

∫∫
SB

(
n

x× n

)
(ϕ0 + ϕ7) ds

}
(5.26)

となる．ここからも分かるように，流体から浮体に加わる力やモーメントは３つの成分に分けられる．１つは浮体の運

動に伴う静圧力に関わる力やモーメント，もう一つは浮体運動によって生じる反力やモーメント，最後は入射波及び反

射波によって生じる力やモーメントである．

5.2.1 浮体静力学

浮体の安定性を考える時，沈まない，ひっくり返らないという観点が最も重要であることは言うまでもなく，浮体静

力学はこれを教えてくれる．(5.26)の右辺第 1項は静水圧による成分であり浮体の形状によって決まる．静水圧による

力はアルキメデスの原理として有名であり，横傾斜時の安定性は GMという概念として海洋工学の最初に習う．

最初に静水圧による力を考える．

F (t) = −ρg
∫∫

SB

nzds (5.27)

において，Gaussの発散定理を用いて，上式は

F (t) = ρg

∫∫∫
VB

(∇z) dV = kρg

∫∫∫
VB

dV (5.28)

となる．

ここで，浮体は運動しているので VB は元々の体積 V0 に加えて浮体が運動することによって変化する体積 V ′
0 を考慮

しなくてはならない．浮体運動により水圧変化が生じるからである．例えば X3 の Heave運動をしたとすると x = x0

の位置において −ρgX3 分の水圧減少が生じる．元の位置と運動後の位置との差は z− z0 で評価されるので，水圧差と

して −ρg(z − z0)である．z − z0 は (5.6)の関係を用いて表すことが出来，z − z0 = X3 +X4y0 −X5x0 で評価され

る．これを x0 方向，y0 方向に渡って積分すると heave運動に加えて pitch運動及び roll運動による力を求めることが

出来る．よって，(5.28)は

F (t) = kρg

{∫∫∫
V0

dV −
∫∫

S0

(X3 +X4y0 −X5x0) dx0dy0

}
= kρg (V0 −X3S0 −X4S2 +X5S1)

(5.29)
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図 5.4: 位置ベクトルの関係

となる．ここで S0 は浮体の水線面積である．

ここで，

S1 =

∫∫
S0

x0ds

S2 =

∫∫
S0

y0ds

(5.30)

であり，面積１次モーメントと呼ばれている．水線面中心に原点を置けばこれらの値は 0となる．

次にモーメントについて考える．浮体は surge運動や sway運動しているが，モーメントは浮体の水線面中心周りに

働くと考えるのが妥当であるので (5.26)の右辺第 1項の静水圧による成分を平行移動して

M(t) = −ρg
∫∫

SB

{(x−XT )× n} zds (5.31)

で評価される．(5.31)について，x−XT = (A1, A2, A3)，n = (nx, ny, nz)として

M(t) = −ρg
∫∫

SB

{iz (A2nz −A3ny) + jz (A3nx −A1nz) + kz (A1ny −A2nx)} ds

= ρg

∫∫∫
VB

[
i

{
∂

∂z
(zA2)−

∂

∂y
(zA3)

}
+ j

{
∂

∂x
(zA3)−

∂

∂z
(zA1)

}
+ k

{
∂

∂y
(zA1)−

∂

∂x
(zA2)

}] (5.32)

であるから

M(t) = ρg

∫∫∫
VB

{i (y −X2)− j (x−X1)} dV (5.33)

となる．(5.32)の２式目から３式目への式変形は Gaussの発散定理を用いている．

先に roll方向のモーメントM1 について考えてみたい．

M1(t) = ρg

∫∫∫
VB

(y −X2) dV (5.34)

先程の力の時と同様に浮体は運動しているので V0 に加えて V ′ を考える．運動している時は，(5.6) の関係を用いて

y −X2 = y0 +X6x0 −X4z0 と評価されるので，

M1(t) = ρg

{∫∫∫
V0

(y0 +X6x0 −X4z0) dV −
∫∫

S0

(y0 +X6x0 −X4z0) (X3 +X4y0 −X5x0) dx0dy0

}
(5.35)

を得る．X6X3 のような２次の項は微小であるので以下のようになる．

M1(t) = ρg

{∫∫∫
V0

(y0 +X6x0 −X4z0) dV −
∫∫

S0

(
X3y0 +X4y

2
0 −X5x0y0

)
dx0dy0

}
(5.36)
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次に pitch方向のモーメントM2 について考えてみたい．(5.33)より，M2 は

M2(t) = −ρg
∫∫∫

VB

(x−X1) dV (5.37)

である．Pitch運動時に生じるモーメントも roll時と同じ考え方で x−X1 = x0 +X5z0 −X6y0 であるので

M2(t) = −ρg
{∫∫∫

VB

(x0 +X5z0 −X6y0) dV −
∫∫

S0

(x0 +X5z0 −X6y0) (X3 +X4y0 −X5x0) dx0dy0

}
(5.38)

となる．rollの時と同様に X6X3 のような２次の項を無視し

M2(t) = −ρg
{∫∫∫

V0

(x0 +X5z0 −X6y0) dV −
∫∫

S0

(
X3x0 +X4x0y0 −X5x

2
0

)
dx0dy0

}
(5.39)

となる．

ここで，

xB =
1

V0

∫∫∫
V0

x0dV (5.40)

S12 =

∫∫
S0

x0y0dS

S11 =

∫∫
S0

x20dS

S22 =

∫∫
S0

y20dS

(5.41)

と定義すれば，

M(t) =iρg {V0 (yB +X6xB −X4zB)−X3S2 −X4S22 +X5S12}
−jρg {V0 (xB +X5zB −X6yB)−X3S1 −X4S12 +X5S11}

(5.42)

が得られる．ここで，xB は浮心，S11 及び S22 は水線面２次モーメント，S12 は水線面乗積モーメントと呼ばれる．

水線面乗積モーメントは原点が水線面中心であれば 0となるが，水線面２次モーメントは２乗であるので 0とはなら

ない．

次に，浮体に生じる重力による力 FG，モーメントMG について考える．重力による力は

FG = −mgk (5.43)

である．モーメントMG については重心が以下のように移動するわけであるから腕の長さは

xG +XR × xG (5.44)

となる．よって，

MG = (xG +XR × xG)× (−mgk)
= − (yG +X6xG −X4zG)mgi+ (xG +X5zG −X6yG)mgj

(5.45)

となる．

浮体運動により流体から受ける力やモーメント (5.29)，(5.33) 及び重力 (5.43)や重力によるモーメント (5.45)にお

いて，これらをまとめて

(
FR

MR

)
=


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 c33 c34 c35 0
0 0 c43 c44 c45 c46
0 0 c53 c54 c55 c56
0 0 0 0 0 0




X1

X2

X3

X4

X5

X6

+


0
0
0

ρgV0yB
−ρgV0xB

0

 (5.46)
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但し，

c33 = −ρgS0, c34 = −ρgS2, c35 = ρgS1

c43 = −ρgS2, c44 = −ρgV0
(
S22

V0
+ zB − zG

)
, c45 = ρgS12, c46 = ρgV0 (xB − xG)

c53 = ρgS1, c54 = ρgS12, c55 = −ρgV0
(
S11

V0
+ zB − zG

)
, c56 = ρgV0 (yB − yG)

(5.47)

となる．船や海洋構造物は左右対称であるので、S12 = 0 となる．釣り合い状態にある浮体の重心位置と浮心位置は

同じ z 軸上にある為，xB = xG，yB = yG である．また，座標原点を水線面積中心に置くと便利であり，そうすると

S1 = 0，S2 = 0，xB = 0，yB = 0となる．以上より，復原力及び復原モーメントは簡略化されて

(
FR

MR

)
=


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 0




X1

X2

X3

X4

X5

X6

 (5.48)

となる．

5.2.2 付加質量および造波減衰力

浮体の運動によって波が生じ，その反力として浮体には力が生じる．(5.1) において浮体の運動による速度ポテン

シャル，即ち radiation ポテンシャルと，入射波および反射波の速度ポテンシャル，即ち diffraction ポテンシャルと

に分けた．Radiation による浮体に生じる力とモーメントは (5.26) の右辺第２項目である．この力とモーメントを

Fi(t), (i = 1, 2, · · · 6)とする．iが力とモーメントの方向成分を表している．(5.26)の右辺第２項目からも分かるよう

に各運動成分 ξj 毎に i方向の力があるわけなので力の振幅を fij として以下のように表すことが出来る．

Fi(t) = ℜ
{ 6∑

j=1

ξje
iωtfij

}
, i = 1, 2, · · · 6 (5.49)

また，物体表面上で (5.9)であるから (5.26)と (5.49)より fij は以下のように与えられる．

fij = −ρ
∫∫

SB

∂ϕi
∂n

ϕjds (5.50)

さて，Fi(t)については，速度 Ẋj = ℜ{iωξjeiωt}及び加速度 Ẍj = ℜ{(iω)2ξjeiωt}に比例する力やモーメントがあ
ると考えると

Fi(t) = −
6∑

j=1

{
aijẌj + bijẊj

}
= −ℜ

{ 6∑
j=1

(iω)２aije
iωtξj + bij(iω)ξje

iωt

}
(5.51)

とも表されるので (5.49)と (5.51)より
fij = ω2aij − iωbij (5.52)

となる．この aij のことを付加質量と呼び，bij のことを造波減衰力係数という．aij 及び bij の下付き添え字の意味で

あるが，j 方向の動揺に対する i方向の付加質量，造波減衰係数という意味である．また，(5.52)の関係からも分かる

ように，(5.50)で求められた値を実部，虚部に分けることで付加質量，造波減衰係数が算出出来る．

5.2.3 波強制力

既に (5.26)で示したように入射波及び反射波によって生じる力やモーメントは(
F (t)
M(t)

)
= −ρℜ

{
iωζeiωt

∫∫
SB

(
n

x× n

)
(ϕ0 + ϕ7) ds

}
(5.53)
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で与えられる．これを diffraction力，diffractionモーメントと呼ぶ．本来的には diffraction問題を解き ϕ7 を求める

必要があるが，反射波成分である ϕ7 を無視して入射波成分 ϕ0 だけを物体積分し(
F (t)
M(t)

)
= −ρℜ

{
iωζeiωt

∫∫
SB

(
n

x× n

)
ϕ0ds

}
(5.54)

として計算することもある．これをを Froude-Krylov力と呼ぶ．

Diffraction力・モーメントの計算では精度を上げる為に積分方法等を工夫する方法もあるが，ここではその詳細は

割愛する．

5.3 浮体の慣性

浮体の慣性力について考えてみる．座標系をどのようにするかで運動方程式は変わることは力学で学んだ通りであ

る．浮体運動は空間に固定された座標系 o−xyz と物体固定座標系 o−x0y0z0 とする座標系が使われることが多い．浮
体の微小体積 dV の速度は ẊT + ẊR × x0 であり，この微小体積の密度は ρB として，浮体の慣性力 Fmass は運動量

の時間変化であるので

Fmass =
d

dt

∫∫∫
VB

ρB

(
ẊT + ẊR × x0

)
dV (5.55)

となる．次にモーメントについて考えてみる．微小体積の角運動量は ρBx0 ×
(
ẊT + ẊR × x0

)
dV であるから，慣

性によるモーメントは

Mmass =
d

dt

∫∫∫
VB

ρBx0 ×
(
ẊT + ẊR × x0

)
dV (5.56)

となる．

(5.55) について体積は時間変化しないので，時間微分を積分の中に入れる．また，XT = (X1, X2, X3)，XR =

(X4, X5, X6)として，

Fmass =

∫∫∫
VB

ρB

(
Ẍ1, Ẍ2, Ẍ3

)
dV +

∫∫∫
VB

ρB

(
Ẍ5z0 − Ẍ6y0, Ẍ6x0 − Ẍ4z0, Ẍ4y0 − Ẍ5x0

)
dV (5.57)

ここで，浮体の質量mや重心 xG は以下の様に定義できる．

m =

∫∫∫
VB

ρBdV (5.58)

xG =
1

m

∫∫∫
VB

ρBx0dV (5.59)

よって，Fmass は以下のように表すことが出来る．

Fmass =

m 0 0 0 mzG −myG
0 m 0 −mzG 0 mxG
0 0 m myG −mxG 0




Ẍ1

Ẍ2

Ẍ3

Ẍ4

Ẍ5

Ẍ6

 (5.60)

次に角運動量について式展開してみよう．(5.56)は

Mmass =

∫∫∫
VB

ρBx0×
(
Ẍ1, Ẍ2, Ẍ3

)
dV +

∫
VB

ρBx0×
(
Ẍ5z0 − Ẍ6y0, Ẍ6x0 − Ẍ4z0, Ẍ4y0 − Ẍ5x0

)
dV (5.61)

となる．ここで，浮体の慣性モーメント，慣性乗積を以下の様に定義する．

Ixx =

∫∫∫
VB

ρB(y
2
0 + z20)dV, Ixy =

∫∫∫
VB

ρBx0y0dV, Ixz =

∫∫∫
ρBx0z0dV

Iyx =

∫∫∫
VB

ρBy0x0dV, Iyy =

∫∫∫
VB

ρB(x
2
0 + z20)dV, Iyz =

∫∫∫
ρBy0z0dV

Izx =

∫∫∫
VB

ρBz0x0dV, Izy =

∫∫∫
VB

ρBz0y0dV, Izz =

∫∫∫
VB

ρB(x
2
0 + y20)dV

(5.62)
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これらを用いて

Mmass =

 0 −mzG myG Ixx −Ixy −Ixz
mzG 0 −mxG −Iyx −Iyy −Izy
−myG mxG 0 −Izx −Izy Izz




Ẍ1

Ẍ2

Ẍ3

Ẍ4

Ẍ5

Ẍ6

 (5.63)

(5.60)及び (5.63)式を纏めると浮体の運動による慣性による力及びモーメントは

(
Fmass

Mmass

)
=


m 0 0 0 mzG −myG
0 m 0 −mzG 0 mxG
0 0 m myG −mxG 0
0 −mzG myG Ixx −Ixy −Ixz

mzG 0 −mxG −Iyx −Iyy −Izy
−myG mxG 0 −Izx −Izy Izz





Ẍ1

Ẍ2

Ẍ3

Ẍ4

Ẍ5

Ẍ6

 (5.64)

となる．尚，運動方程式を解く際にはこの質量マトリックスに付加質量及び付加慣性モーメントを加えて計算する．

5.4 係留の理論

浮体の平面運動の復原は係留によって成される．本節では代表的な理論であるカテナリー理論を取り扱う．既に係

留には緩係留，緊張係留があると述べた．カテナリー理論は緩係留方式の係留の理論である．扱う事象によって理論

や手法はその都度選択する必要がある．例えば緩係留であっても，流体と係留索との動的な連成問題を行う場合には

lumped mass 法や有限要素法等が用いられる．カテナリー理論は係留索自体の動的な挙動は扱うことが出来ないが，

浮体との連成は取り扱える．自身で係留浮体の運動を解析する際には，数値計算に用いる手法の敷いている仮定をしっ

かり理解し選択する必要がある．

図 5.5に係留問題における座標系を示す．アンカーと浮体側の係留取付位置とを結ぶ水平方向の向きを x，鉛直上向

きを z，係留が海底と接する点を oとする．カテナリー理論はアンカー位置と係留取付位置で全てが決まる為，このよ

うに 2次元問題の様に取り扱っても差し支えない．係留索上の任意の点を pとし，その点における張力を T，各方向成

h

x
o

z

o x

z

l
a

h
T

v
T T

p

h

アンカー
シンカー

o
x

z

allL

0L

1L

1x

1z

図 5.5: 係留問題の座標系

分を Th，Tv とする．浮体に生じる x方向，y 方向の力を F として，

F =

(
−Th
−Tv

)
(5.65)

となる．係留索の単位長さ当たりの水中質量を ρとし，op間の長さを lとする．

Th = T cosα (5.66)

Tv = ρgl = T sinα = Th tanα (5.67)



第 5章 波浪中の浮体運動解析 44

αは Th と T との成す角であると同時に，係留索の任意の点での向きを表しており，以下の関係がある．

dz

dx
= tanα (5.68)

また，Tv を ρglと表したように Th も
Th = ρga (5.69)

と置く．この aを等価長さという．また，β ≡ tanα として，(5.67)より

l = a tanα = aβ (5.70)

と表すことが出来る．係留の幾何学的関係から dx/dl = cosαであるから，

dl

dx
=

1

cosα
=

√
1 + tan2 α =

√
1 + β2 = a

dβ

dx
(5.71)

の関係を得る．これより以下の微分方程式を得る．

dx

a
=

dβ√
1 + β2

(5.72)

この微分方程式について，op間に渡って両辺を積分すると∫ x

0

dx

a
=

∫ β

0

dβ√
1 + β2

(5.73)

となるので，以下を得る．
x

a
= sinh−1 β (5.74)

また，β は (5.68)より

β =
dz

dx
= sinh

x

a
(5.75)

である．これについても両辺を op間に渡って積分することで

z = a

(
cosh

x

a
− 1

)
(5.76)

を得る．積分に際しての積分定数は x = 0において z = 0であることから求めている．また，(5.70)と (5.75)より

l = a sinh
x

a
(5.77)

が得られる．

浮体運動という観点から考えると Th 及び Tv を知ることが重要と言える．等価長さ a を求めることが出来れば

(5.69)から Thが求まり，(5.77)より l が求まり，(5.67)から Tv を求めることが出来る．aについては既知の値を用い

て求めることが出来る．今，既知量である係留取付け点までの鉛直方向距離 z1，索長 Lall，アンカーから係留取り付け

点までの距離 L0 + x1 の関係を使って

z1
Lall − (L0 + x1)

=
z1

L1 − x1
=
a
(
coshx1/a− 1

)
a sinh x1

a − x1
=

coshx1/a− 1

sinhx1/a− x1/a
(5.78)

となる．z1/{Lall − (L0 + x1)} = γ，x1/a = κとして，

γ =
coshκ− 1

sinhκ− κ
(5.79)

を満たす κを数値的に求め，z1 = a(coshx1/a − 1)より aが求められる．そして，x1 が求まる。以上より，Th，Tv

等の各値が求まる．以上がカテナリー理論の基本である．

海洋構造物の係留の設置も技術的に難易度が高い．このことは 7 章で述べる．また，係留索に用いられる材料は

チェーンや合成繊維ロープや鋼製ワイヤー等様々なものが海域条件によって使い分けられる．1.1節では浮体式風車の

新たな取り組みとして一点係留方式の事例が紹介された (図 1.15)．この係留方式は鋼製チェーン，鋼製ワイヤーを数

種類繋げた方式が検討された．Srinivasamurthy et al.はこの研究の中で種類の異なる係留索が用いられた場合のカテ

ナリー理論を提唱，実験との検証を行っている [19]．
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5.5 波浪中の浮体の運動方程式

h

b
x

z

o

y

図 5.6: 波浪中の浮体
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図 5.7: 浮体固定座標系における諸量

係留中の浮体の運動解析に必要な慣性力，付加質量，造波減衰力，波強制力，係留による復原について述べてきた．

本節ではこれらを取り纏め，係留浮体の運動解析時に解くべき運動方程式について述べる．図 5.6に解くべき問題の模

式図を示す．波は規則波とし，振幅を A，波向きを β とする．図 5.7に示される様に i番目の係留索は浮体固定座標系

において ximoor = (ximoor, yimoor, zimoor)に取り付けられているとする．波の中の浮体運動は，漂流力や浮体の横揺

れ減衰力等を一旦除いて考えれば，運動慣性項 =造波減衰項 +復原項 +係留による復原項 +波浪外力という形で運

動方程式を考えることが出来る．

浮体の質量をm，慣性モーメントを Ixx, Iyy, Izz，慣性乗積を Ixy, Ixz, Iyz，重心位置 xG = (xG, yG, zG)とする．こ

れは浮体の質量，質量分布によって決まることは言うまでもない．また，図 5.7に示される様に慣性モーメント及び慣

性乗積は浮体の水線面積中心を原点とした浮体固定座標系で表される．質量マトリックスは (5.64)で示した通りであ

る．これに (5.52)で示した付加質量及び付加慣性モーメント aij を加える．従って最終的な慣性項は以下となる．

[A] Ẍ =


m+ a11 a12 a13 a14 mzG + a15 −myG + a16
a21 m+ a22 a23 −mzG + a24 a25 mxG + a26
a31 a32 m+ a33 myG + a34 −mxG + a35 a36
a41 −mzG + a42 myG + a43 Ixx + a44 −Ixy + a45 −Ixz + a46

mzG + a51 a52 −mxG + a53 −Iyx + a54 −Iyy + a55 −Izy + a56
−myG + a61 mxG + a62 a63 −Izx + a64 −Izy + a65 Izza66





Ẍ1

Ẍ2

Ẍ3

Ẍ4

Ẍ5

Ẍ6


(5.80)

ここで，[A]は慣性マトリックスである．

造波減衰項は (5.52)で示された造波減衰係数をマトリックス [B]として纏めて

[B] Ẋ =


b11 b12 b13 b14 b15 b16
b21 b22 b23 b24 b25 b26
b31 b32 b33 b34 b35 b36
b41 b42 b43 b44 b45 b46
b51 b52 b53 b54 b55 b56
b61 b62 b63 b64 b65 b66





Ẋ1

Ẋ2

Ẋ3

Ẋ4

Ẋ5

Ẋ6

 (5.81)
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となる．復原項は (5.48)に示した復原力マトリックスを [C]として

[C]X =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 0




X1

X2

X3

X4

X5

X6

 (5.82)

である．cij は (5.47)に示した通りである．

次に係留索による復原項について考える．浮体運動変位X により係留索の浮体取付け位置は空間固定座標から見て

変位する．(5.24)に従えば，ximoor からXR × ximoor へ移動する．海底の係留位置は当然ながら変わらない．5.4で

示したカテナリー理論では浮体の係留索取り付け位置とアンカー位置が決まれば係留索による水平方向，垂直方向の力

が求められる．この i番目の係留索に生じる水平方向，垂直方向の力を Tih，Tiv とする．この水平方向，垂直方向の

力は図 5.5に示される様に係留固定の座標系であるので，空間固定座標系に変換する．i番目の係留索における固定座

標系と空間固定座標系とのなす角を αi とすると空間固定座標系における i番目の係留索による力 F ′
im は

F ′
im =

−Tih cosαi

−Tih sinαi

−Tiv

 (5.83)

となる．浮体の運動変位に伴う空間固定座標系における係留索による力とモーメントは

Fim = XR × F ′
im

Mim = (XR × ximoor)× Fim

(5.84)

である．

以上より係留による復原力，復原モーメントを Fm，Mm として

(
Fm

Mm

)
=

N∑
i=1

(
Fim

Mim

)
(5.85)

となる．N は係留索の本数を意味している．

最後に波による力やモーメントは (5.53)で表される．これを Fd，Md とする．

以上より係留浮体の波浪中の運動方程式は

[A] Ẍ = − [B] Ẋ − [C]X +

(
Fm

Mm

)
+

(
Fd

Md

)
(5.86)

となり，これを解くことで浮体の６自由度運動が求められる．尚，時刻歴解析は様々な手法があり，Runge-Kutta-Gill

法や，Newmark-β 法が有名である．
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第 6章

境界要素法とは

速度ポテンシャルは流体の全領域において Laplaceの式を満たす．Laplaceの式には基本解が存在してい

る。あとは境界条件により各地点における速度ポテンシャルは一意に決まることとなる．浮体形状は任意形

状をしており，境界値問題を数値的に解くことが必要となる．この境界値問題は古くから特異点分布法や境

界要素法によって解かれてきた．どちらの方法も 3次元の問題を 3次元の問題のまま解く必要はない．3次

元の問題であれば，基本解を用いて 2次元の境界値問題とすることが出来，2次元の問題も同様に 1次元の

境界値問題とすることが出来る．境界要素法や特異点分布法は計算負荷が非常に小さいのが最大の特徴で

ある．

本章では直感的に分かり易い特異点分布法について最初に述べる．特に渦を分布させる分布渦法の境界積

分方程式までの定式化や，離散化による行列式への落とし込み方について述べる．分布渦法よりさらに分か

り易いのは離散渦法かと思われるが，分布渦法のみならず離散渦法については文献 [20]に詳しい．次に，境

界要素法について述べる．境界要素法については境界積分方程式までの定式化について述べた後，Green関

数を用いることによる境界積分方程式までの定式化について述べる．浮体運動中の波の速度ポテンシャルは

自由表面条件を考える必要があり，水波の Green関数が使われることが多い．

6.1 分布渦法

o
x

y

z

U

a

0
p

図 6.1: 一様流中の 2次元翼

今，図 6.1に示すような一様流中の 2次元翼に生じる揚力の問題を考える．一様流の流速を U，迎角を αとする．こ

の計算のモデル化において図 6.2のように渦を z = zs(ζ)の位置に配置する．これを特異点 (singularityや source点)

という．(3.16)の通り，循環 Γの渦糸が原点に置かれた場合は −i/(2π)Γ log z である．z = zs(ζ)に循環 γ(ζ)の渦糸
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が置かれた場合，複素速度ポテンシャルは −i/(2π)γ(ζ) log {z − zs(ζ)}で表される．渦糸を翼表面上に分布させるの
で，翼表面上で渦糸を積分し以下の様に表現される．

o
x

y

z

C rn
ru

R
r=z z( )s ( )z z= z

zd
( )g z

z o

図 6.2: 翼上に置かれた渦

f(z) = Uz − i

2π

∫
C

γ(ζ) log {z − zs(ζ)} dζ (6.1)

となる．ここで C は翼表面上を意味している．複素流速は

df(z)

dz
= u(x, y)− iv(x, y) = U − i

2π

∫
C

γ(ζ)

z − zs(ζ)
dζ (6.2)

である．

(6.1)は一様流や渦といった支配方程式のラプラスの式を満足する基本解の組み合わせで構成されており，γ(ζ)は現

段階では未知数である．ここから翼面での境界条件を用いて未知数 γ(ζ)を求めていくのが渦分布法の要の考え方と言

える．

今，境界条件について考える．物体表面条件は (2.10)で示した通りとなる．翼面上での任意の点 R(z = zr)におけ

る複素流速 ūr 及び法線 nr として，以下が境界条件となる．

ℜ{ūr · nr} = 0
∣∣∣
C

(6.3)

この点 Rのことを参照点 (reference point)という．ūr = ur − ivr であることに注意する．また，ℜは実部を意味す
る．ūr は (6.2)より以下となる．

ūr(zr) = U − i

2π

∫
C

γ(ζ)

zr − zs(ζ)
dζ (6.4)

(6.3)に (6.4)を代入して

ℜ{Unr}+
1

2π

∫
C

ℑ
{

γ(ζ)nr
zr − zs(ζ)

}
dζ = 0

∣∣∣∣
C

(6.5)

を得る．これは翼表面上の全ての zr において成立する γ(ζ)についての境界積分方程式である．尚，ℑは虚部を意味
する．

境界積分方程式である (6.5)における曲線 C は，この場合は翼形状を表わしており任意の形状と言える．その為，解

析的な積分が容易には出来ない．そこで，ここからこの境界積分方程式の離散化を試みる．最初に，曲線 C を n個の

微小線要素に区切っていく．微小線要素の大きさをそれぞれ li(1 ≦ i ≦ n)とする．また，微小区間内で循環 γ(ζ)は線

形的に変化するものとする．そして，図 6.3に示すように微小線要素の端に循環 γi 及び γi+1 の渦糸を置くことにより
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i番目の微小線要素内の循環を線形補間して表わす．この際，ξ(0 ≦ ξ ≦ li)という局所座標系を設ける．即ち，以下の

様に表すことが出来る．

γ(ξ) = γi +
ξ

li
(γi+1 − γi) (6.6)

また，離散化された渦を置く位置 zs(ζ)も同様に以下の様に表すことが出来る．

zs(ξ) = zs,i +
ξ

li
(zs,i+1 − zs,i) (6.7)

j 番目の参照点 zr,j は j 番目の要素の中点に置くとすれば

zr,j =
1

2
(zj + zj+1) (6.8)

であり，その単位法線 nr,j は

nr,j =
zj+1 − zj

ilj
(6.9)

で与えられる．j も 1 ≦ j ≦ nである．(6.5)式に (6.6)式を代入して以下の様に離散化出来る．即ち，j = 1 ∼ nに

o
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i

o’

x
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1+ig
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,r in

, 1+s iz

,s iz

図 6.3: 翼面の離散化

対し，

ℜ{Unr,j}+
1

2π

n∑
i=1

∫ li

0

ℑ
{

γi + (ξ/li)(γi+1 − γi)

zr,j − {zs,i + ξ/li(zs,i+1 − zs,i)}

}
nr,jdξ = 0

∣∣∣∣∣
C

(6.10)

が成り立つ．未知数は γi であり，上式から分かる通り n+ 1個の未知数が存在することになる．もう一つの条件は翼

端における Kutta-Joukowskiの条件 [20]を用いる．n+ 1個の未知数に対して n+ 1個の方程式が存在するので解を

一意に決めることが可能となる．

(6.10)の積分は解析的に取り扱うことが可能である．未知数である γi 及び γi+1 に関わる項を S
(1)
ij ,S

(2)
ij として

S
(1)
ij =

1

2π

∫ li

0

ℑ
{

1− ξ/li
zr,j − {zs,i + ξ/li(zs,i+1 − zs,i)}

}
nr,jdξ

S
(2)
ij =

1

2π

∫ li

0

ℑ
{

ξ/li
zr,j − {zs,i + ξ/li(zs,i+1 − zs,i)}

}
nr,jdξ

(6.11)

となる．よって，(6.10)は

ℜ{Unr,j}+
n∑

i=1

(S
(1)
ij γi + S

(2)
ij γi+1) = 0

∣∣∣∣∣
C

(j = 1, 2, · · · , n) (6.12)
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上式左辺の未知の係数 γi，γi+1 に関わる項を下記のように変形する．

S
(1)
i1 γ1 +

n∑
i=2

(S
(2)
i−1j + S

(1)
ij )γi + S

(2)
nj γn+1 (6.13)

このように考えると以下のような行列式となることが分かる．

S
(1)
11 S

(2)
11 + S

(1)
21 · · · S

(2)
i−1,1 + S

(1)
i1 · · · S

(2)
n−1,1 + S

(1)
n1 S

(2)
n1

...
...

...
...

...
...

...

S
(1)
1j S

(2)
1j + S

(1)
2j · · · S

(2)
i−1,j + S

(1)
ij · · · S

(2)
n−1,j + S

(1)
nj S

(2)
nj

...
...

...
...

...
...

...

S
(1)
1n S

(2)
1n + S

(1)
2n · · · S

(2)
i−1,n + S

(1)
in · · · S

(2)
n−1,n + S

(1)
nn S

(2)
nn

0 0 0 0 0 0 1





γ1
γ2
γ3
...
...
γn
γn+1


= −



ℜ{Unr,1}
ℜ{Unr,2}
ℜ{Unr,3}

...

...
ℜ{Unr,n}

0


(6.14)

ここからも分かるように，渦分布法は蜜行列となる．それは一つの参照点は全ての渦の影響を考えるからに他ならな

い．しかし，この行列は境界の分割数のみであるので，行列式は大変に小さいのが大きな特徴である．その為，計算負

荷は Navier-Stokes方程式を解く手法と比較して圧倒的に小さくなる．境界要素法も特異点分布法も渦分布法と考え方

は近いので同じことが言える．

6.2 浮体周りの速度ポテンシャルを求める為の境界要素法

渦分布法は多数の渦を境界である翼面に配置した．渦の中心は特異点であり，特異点分布法という言葉の意味はここ

から来ている．境界要素法も定式化の過程は異なるにせよ，同じような考えに基づく．結果的に導出された積分境界方

程式は，様々な特異点を境界上に置いた形となっている．そして，その境界積分方程式を離散化した後に行列化して速

度ポテンシャルを求める．様々な支配方程式に対する境界要素法は田中等による「境界要素法 (培風館)」[21]に詳しく

説明されており，神谷紀生による「演習境界要素法 (サイエンス社)」[22]には具体例を使った計算手法が紹介されてい

る．浮体運動を解く為には自由表面条件の取り扱いが重要となる．これについては日本造船学会海洋工学委員会性能部

会編集の「実践浮体の流体力学 前編」[23]に詳しい．
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図 6.4: 流体領域と境界

今，図 6.4左のように境界 S で囲まれた流場を考える．法線ベクトル nは流体から外向きを正とする．イメージと

しては Aが自由表面，Bが物体表面，Cが無限遠方，Dが水底という境界を意味しているが，ここではただの境界 S

として考えることとする．流体全域 (V )で Laplaceの式を満たす２つの任意の関数 ϕ，ψ があるとする．Greenの第

二定理より ∫∫
S

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)
dS =

∫∫∫
V

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) dV = 0 (6.15)
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が成り立つ．ここで，ψ について点 S(ξ, η, ζ)に強さ 1の湧き出し (実際には吸い込み)を置いた時の速度ポテンシャル

とする．即ち，ψ(x, y, z; ξ, η, ζ)は以下で表される．

ψ(x; ξ) =
1

4πr
=

1

4π
√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

(6.16)

当然ながらこの速度ポテンシャルは点 Sの特異点 (Source points)を除いて Laplaceの方程式を満足する．

次に，(6.15)の左辺の面積分について考えていく．面積分は (ξ, η, ζ)を積分変数として行う．これは湧き出し ψ を

境界 S 上に分布させることに他ならない．また，∂ψ/∂nにも物理的な意味がある．(3.33)で示された通り，湧き出し

の法線方向の微分は法線を軸とする二重湧き出しを意味する．よって，この面積分は境界上に分布させた湧き出しと，

境界の法線方向を軸とする二重湧き出しを分布させているという物理的な意味を持っていることが分かる．この際，観

測点 R(Reference points)は空間任意の位置に固定された点である．

前節の分布渦法において境界条件を設定する時に観測点 Rは分布させた特異点と特異点の中心に設けた．境界要素

法では特異点と観測点を一致する場合 (r = 0)があるが，これは数学的に精緻に取り扱うことが出来る．図 6.4右の拡

大図に示すように，面積分の際に特異点 Sが観測点 Rに近づく時，観測点を中心とする半径 ϵの微小半球 Sϵ を付加し

て考える．即ち，(6.15)は以下のように書き直すことが出来る．

1

4π

∫∫
S+Sϵ

(
ϕ
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂ϕ

∂n

)
dS = 0 (6.17)

これを変形すれば
1

4π

∫∫
S

(
ϕ
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂ϕ

∂n

)
dS = − 1

4π

∫∫
Sϵ

(
ϕ
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂ϕ

∂n

)
dS (6.18)

となる．

右辺第１項目の積分について，図 6.4左の拡大図と右の拡大図からも分かるように，Sϵ の半球体において法線方向

は半径方向と逆向きである為，1/r の法線方向微分は 1/r2 となり，ϵ→ 0の極限を考えてみると以下となる．この際，

ϕ(x)は Sϵ 内で一定の値である．

lim
ϵ→0

∫∫
Sϵ

ϕ(x)
∂

∂n

1

r
dS = lim

ϵ→0
ϕ(x)

∫∫
Sϵ

(
− ∂

∂r

1

r

)
dS = lim

ϵ→0
ϕ(x)

∫ 2π

φ=0

∫ π
2

θ=0

1

ϵ2
ϵ2 sin θdθdφ = 2πϕ(x) (6.19)

一方で，右辺第 2項目は被積分項の中に 1/r があり，半球上では 1/ϵ，そして半球の微小面積は ϵ2 sin θdθdφなので，

被積分関数は O(ϵ)．よって，ϵ→ 0の極限を取ると 0となる．

以上より，(6.18)は観測点が境界上に置かれている時，最終的に以下の境界積分方程式を得る．

ϕ(x) = − 1

2π

∫∫
S

(
ϕ
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂ϕ

∂n

)
dS (6.20)

ここに然るべき境界条件を入れて解けば良いのだが，浮体周りの速度ポテンシャルを求めるに際して自由表面条件があ

り，もう少し工夫して速度ポテンシャルを求めるのが一般的な手法である．

図 6.5に水に浮かぶ浮体とその座標系を示す．水面上の浮体は省いている．法線ベクトル nは流体外向きを正と定

義する．浮体の境界を SH，自由表面の境界を SF，水底の境界を SB，遠方に置かれた仮想境界を S∞ と定義する．

既に用いてきた湧き出しのポテンシャル 1/r に加えて，関数 H(x; ξ)を加えた関数 G(x; ξ)を定義する．

G(x; ξ) =
1

r
+H(x; ξ) (6.21)

r は (6.16)と同じ定義であり，観測点 R(x)と特異点 S(ξ)の距離である．この関数 G(x, y, z; ξ, η, ζ)は以下の境界条

件を満たすこととする．



∇2G(x; ξ) = −δ(x− ξ) ∈ V

∂G

∂ζ
+ kG = 0 ∈ SF

∂G

∂ζ
= 0 ∈ SB

波は外方へ伝播すること ∈ S∞

(6.22)
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図 6.5: 各境界の定義

ここで，δ はデルタ関数であり，x = ξで発散し，その他では 0となる関数である．また，kは波数である．この様な，

Laplace等の偏微分方程式の基本解となる関数のことを Green関数という．特に，上式のような自由表面条件を満足

する Green関数のことを水波の Green関数と呼ぶ．この Green関数によって境界積分方程式は次式となる．

ϕ(x) = − 1

2π

∫∫
SH

(
ϕ(ξ)

∂

∂n
G(x; ξ)−G(x; ξ)

∂ϕ(ξ)

∂n

)
dS (6.23)

さらに速度ポテンシャルの物体表面上の境界条件より未知数と既知数に分けると以下となる．

ϕ(x) +
1

2π

∫∫
SH

ϕ(ξ)
∂

∂n
G(x; ξ)dS =

1

2π

∫∫
SH

G(x; ξ)
∂ϕ(ξ)

∂n
dS (6.24)

そして，diffraction問題における速度ポテンシャル ϕ7 は (5.12)の物体表面条件より，以下の境界積分方程式となり

ϕ7(x) +
1

2π

∫∫
SH

ϕ7(ξ)
∂

∂n
G(x; ξ)dS = − 1

2π

∫∫
SH

G(x; ξ)
∂ϕ0(ξ)

∂n
dS (6.25)

radiation問題における ϕ1 ∼ ϕ3 までは (5.9)より

ϕj(x) +
1

2π

∫∫
SH

ϕj(ξ)
∂

∂n
G(x; ξ)dS =

iω

2π

∫∫
SH

G(x; ξ)njdS (j = 1, 2, 3) (6.26)

となり，ϕ4 ∼ ϕ6 までは

ϕj(x) +
1

2π

∫∫
SH

ϕj(ξ)
∂

∂n
G(x; ξ)dS =

iω

2π

∫∫
SH

G(x; ξ)(x0 × n)j−3dS (j = 4, 5, 6) (6.27)

という境界積分方程式となる．

これを 6.1 節で述べたように離散化，行列式化し，未知数 ϕj(j = 1 ∼ 7) を解いていく．ここでは説明しないが，

Green関数 G(x, ξ) の計算手法は文献 [23]に詳しく，面積分の特に高次積分は文献 [21]に詳しい．
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第 7章

浮体式風車の実海域試験における設置方法

7.1 緒言

近年，浮体式洋上風力は，新たな電気エネルギー源として注目を集めている．我が国のみならず，世界的にも研究開

発が活発に進んでいる．研究事例としての多くは，風車－浮体－係留系の連成数値計算手法の確立 [24]，水槽試験によ

る検証 [6]が大多数を占める．実海域における浮体式洋上風車の数ヶ月，数年に及ぶ長期における試験となると，経費

の問題，海面専有による地域関係各所との調整の問題，設置浮体のメンテナンスの問題等々の諸課題があり，実施例は

非常に少ない．その為，設置，モニタリング，撤去等々に関する知識や知見は非常に乏しくなってしまうのが実情では

ないかと思われる．

また，機械部品，電装品，係留系の耐久性，風車のメンテナンス方法や性能の把握等といった水槽試験だけでは十分

に明らかにすることが出来ない緒課題があることも事実であり，実海域試験を通して新規技術の研究開発を行う必要も

あると考える．さらには，洋上での長期間に及ぶ実海域試験は海域の占有期間も長いため，関連機関との調整がとても

重要となる．

本浮体式風車は直径 2.4mの水平軸風車，1kW程度の発電が可能なダイレクトドライブ型発電機，一点多本カテナ

リー係留，浮体部分で主に構成される．また，フェザリングや風速に応じてのブレード迎角変更が可能なように風車ブ

レードのピッチ角を制御することが可能である．本機の詳細については文献 [11]を参照されたい．

本方式のような一点係留方式を採用した浮体式風車の機構の検討については村井，二瓶等 [25]によって行われてい

る．また，回頭運動に関する研究も飯島，黒田等 [26]によって実施されている．

本報では，既に述べた理由により実施例が非常に少ない浮体式洋上風力，特に一点多本係留された浮体式洋上風車の

実海域試験の施工 (インストール)，モニタリング，撤去方法について述べる．また，長期の実海域試験において調整を

行った関連機関について述べる．

7.2 実海域試験サイトと浮体配置

本浮体式風車の実機を用いて東京大学生産技術研究所海洋工学水槽にて波浪中動揺試験，風中動揺試験，風浪下での

試験，そして回転機構の機能検証試験を行った．実機は防汚塗料 (中国塗料株式会社製 バイオクリン ECO-2)の塗布を

施された後，金沢工業大学穴水自然学苑内の実海域船舶海洋研究所へと輸送され，約 2カ月間の試験を行うこととなっ

た．試験期間は 2015年 2月 4日から同年 3月 21日である．(尚，試験期間はインストール作業や，風車のメンテナン

ス作業，撤去作業を含む．)

事前に設置点付近における水深調査，海底土質調査を行った．図 7.1に事前調査の結果分かった設置海域の水深及び

調査結果に基づき決定した浮体やアンカー等の設置位置を示す．浮体中心は北緯 37度 13分 26秒～27秒，東経 136

度 55分 56秒～57秒に位置する．アンカーは 20kgfアンカー 2つ 40kgfアンカー 1つの合計 3つを使用した．漂流距

離等を検討した結果，専有半径は凡そ 24m程度となった．尚，この付近の海底土質は泥または砂地である．

図 7.2には図 7.1における C断面図を示す．断面図からも分かるように回転軸中心から 6m離れたところでチェーン

は海底に接している．
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図 7.1: Layout of the real-sea test

図 7.2: C-Cross-section in 図 7.1
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7.3 海面の長期占有による関連機関への申請

本試験に際し，海面を長期占有することからいくつかの関連機関への申請が必要となった．最初に海上保安庁であ

る．どのような手順で設置するか，どれくらいの期間試験を行うか，設置時・夜間・常時の安全対策等の内容について

届け出た．本浮体の係留ラインやアンカーがハーバー境界から出ており河川区域指定範囲に入っていた．その為，県土

木事務所にも占有許可申請を行った．最後に漁業組合である．試験時期にはナマコの底引き漁もあるため関係ある漁業

組合に申請を行っている．

7.4 本研究における浮体式風車概要

本研究における浮体式風車の概要について述べる．二次元 CAD図面を図 7.3に示す．緒言でも少し触れたが，本浮

体式風車は一点多本 (3 本のチェーン) で係留されている．3 本の係留チェーン (A) はアーム材 (B) に連結している．

アーム材と鋼管 (C)は接合されている．(A)，(B)，(C)の部品は回転軸となり，この軸周りに浮体は回転する．陸上側

には計測・制御室が設けられており，そこから 2本の電気線が鋼管 (C)内を通ってスリップリング (D)を介して浮体

側に繋がっている．2本の電気線は電力線及び制御線である．電力線はスリップリング (D)を介し，整流回路・発電機

ボックス (E)に繋がっている．制御線は整流回路・発電機ボックス内部 (E)を通り風車ナセル内のピッチコントロー

ルモータに接続されている．

浮体部はベアリング部 (F)により係留軸周りに回転するが，浮体や係留は外乱により常に動揺している為，軸の偏心

がある．その為，容易には回転しないことに注意を要する．このベアリング部の機構の詳細については二瓶の研究 [11]

を参照されたい．

様々な計測データは計測ボックス (G)内に収録され陸上の計測室にテレメータ装置によって転送されモニタリング

することが出来る．

7.5 施工 (インストール)・実験時の様子・撤去まで

7.5.1 インストール方法

順を追ってインストール方法について述べる．インストールは 2015年 2月 4日，5日の二日間にかけて行われた．

最初に，図 7.1の配置図に従い，GPSを用いてブイを設置した (図 7.4c)．これは，アンカー及び浮体を正確に設置す

る為である．アンカーはそのブイを目標として投入し把駐した (図 7.4d)．尚，この際の投入部分は，アンカーから係

留チェーン途中に付けられたシャックルまでである．シャックルにはロープとブイが付けられ連結する際の目印とな

る．図 7.4cには係留アンカー点付近を示すブイ (写真一番奥)，シャックルの位置を示すブイ (写真真ん中)，浮体の目

標位置を示すブイ (写真手前) が示されている．

浮体及び作業台船は船で目標地点まで曳航される (図 7.4d)．作業台船には浮体下部に接続された残りの係留チェー

ン 3本，電力・制御線が載せられている．目標地点まで浮体を曳航した後，海底にあるシャックルを引き上げ浮体側か

ら出ている係留チェーンと接続する (図 7.4e)．同様の作業を 3本とも行えばインストール作業は終了となる．図 7.4f

にインストール作業終了後の様子を示す．また，本浮体の係留チェーンの取り付け状況，電気線の水中写真を図 7.4g

に示す．

7.5.2 実験時の様子と水中写真

実海域試験の最後に水中写真を撮影した．冬の 2カ月間弱，試験海域である七尾湾において藻類はさほど成長しない

と思われたが念のため撮影を行った．図 7.5aには係留チェーン取り付け点における水中写真が示されている．薄く茂

類が付着しているのが見て取れる．図 7.5にアンカーの水中写真を示す．
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図 7.3: Drawing of the floating wind turbine
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(a) Tentative set of the anchor points (b) Installation of the anchor

(c) Mark buoys for anchor and connecting shackle,

and the floating structure

(d) Towing of the wind turbine and other devices on

the salvage barge

(e) Connection of the mooring chain (f) Wind turbine after the installation work

(g) Underwater view of the chains and the electric

lines

図 7.4: 浮体式風車のインストール時の様子
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(a) The chains and the cables (b) Anchor

図 7.5: 実海域試験後の水中の様子

7.5.3 撤去

撤去作業は 2015年 3月 21日の一日間で行われた．撤去に際しダイバー作業も必要となった．浮体下部の係留チェー

ン取り付け点から係留チェーンを取り外し，浮体・電気線と係留チェーン一式とを分ける為である．インストール作業

時と同様，作業台船に電気線を載せ，浮体と作業台船を岸まで船で曳航してきた．その後，海中においてダイバーが係

留チェーンとアンカーの接続を解き，それぞれを別々に引き上げた．アンカーの引き上げに際し，図 7.6に示されるよ

うにエアーリフターを用いてアンカーの引き上げを行った．

図 7.6: Air-lift for the anchors
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あとがき

本著は大阪公立大学大学院の浮体運動学特論の講義資料として重要だと思われる知見の一部を記しました．

海事流体力学に関する書籍においてMITの名誉教授でもある J.N.Newmanによって著わされたMarine Hydrody-

namicsがあります．海洋工学を学ぶ人にとってこの書籍は名著の一つと言っても過言ではないでしょう．私が大学院

に進学する際に恩師の東京大学生産技術研究所の木下健教授 (現名誉教授)に「初学の私が何から学び始めたら良いで

しょうか」．と尋ねた際に示された書籍の一冊がこのMarine Hydrodynamicsです．高校の時から新しい船や飛行機や

車を作りたいと思っていましたが，学部生時代に学んだ機械工学は要素技術を極める感があり，自分にとっては歯がゆ

さを感じる学びの時期であったと思います．そんな中で出会った総合工学という学問は私にとって未知であったととも

に希望であったことを今でも昨日の様に覚えています．しかし，何を自身の軸にすれば良いのか右も左も分からない状

態であった際に先生から示されたのがこの書籍でした．

何とか理解したいと思い読み始めましたが，読み始めた当初はとにかくチンプンカンプン．式がまずもって難しい．

独特の書きっぷりに加え，同著を理解するための高度な数学や力学の知識もまだまだ当時の自分には不十分であったと

思います．何よりも一番大きかったのは総合工学の肝とは何か想像できずに読み進められなかったことに尽きるであろ

うと思います．

波浪中の浮体運動に関する研究で博士号を取得し，海上技術安全研究所で勤めました．ここでは洋上における石油天

然ガス生産用の浮体式構造物の運動というものが研究テーマでした．運動解析をするというのは大型の水槽試験に加

えて，その中で生じた現象を説明することが求められます．浮体の安全性は大変重要であるから当然です．正に，修

士，博士，研究員としてMarine Hydrodynamicsの中で述べられることを体験，経験する有意義な時代であったと思

います．

その後，縁あって 2009年に大阪府立大学に来ました．ここで新たに始めたのが浮体式風車のプロジェクトです．来

るべき時代に備えエネルギー問題に資することをしたいと思い 2010年頃から取り組み始めました．2015年には研究

室としては大きなプロジェクトである実海域試験に取り組みました．発電機そのものの製作からブレード製作，風車タ

ワー製作，浮体製作に始まり，海上での浮体式風車の設置や撤去，そして長期間に渡る試験はかけがえのない経験を積

んだと思います．まさに総合工学的な視点が重要でした．私が実海域試験で取り組んだのは一点係留式浮体式風車で，

2015年当時は見向きもされない形式でしたが，2017年頃から NEDOを始めフランスでもこの方式が採用された大き

な実証試験が始まっています．

そうこうしている間に始めたのが養殖漁業の自動化・情報化・機械化に資する取り組みです．中でも四胴型自動航行

船の取り組みは同船の特殊機能と養殖漁業が行われる海域の高精度な高分解能水質シミュレーションとその結果を人工

知能に学習させ予報をするという出口戦略も考えた研究開発でした．四胴型自動航行船は関連特許が６件あり，企業へ

の技術移転を果たしました．また，海面養殖事業をやっている方々がこれまで知り得なかった湾や沼の水質を具にする

ということも出来るようになりました．研究開発の過程で随所で海事流体力学の知識が使われました．

2021年からは養殖漁業の労働軽減の為に生け簀に置かれた自動給餌機への餌補給船の研究開発を始めました．養殖

漁業では労働軽減により生産性の向上を目指す必要があり，自動化技術が導入できるところは果敢に技術開発に挑戦し

ていかないといけません．養殖漁業において餌やりは大変な労力ですので開発したロボット漁船により自動での餌やり

を実現していこうと思っています．2022年度には 1/7モデルではありますが、生け簀への自動着岸に加えて自動係船

も実現しています．2023年 3月現在，リスクの高さや技術的なハードルの高さ等もあり技術移転する企業もなかった

ので，自身で株式会社ロボティクスセーリングラボという新法人を立ち上げ，ここに技術移転しています．次の研究開
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発のステージでは波浪や風や流れの中での挙動が重要になると思います．ここでもやはり海事流体力学の知識が役に

立っています．

将来，皆さん方の中に自身の特許やアイディアを盛り込んだ商品を生み出し，専門知識を生かしてその商品を高度化

し，社会課題を解決しようとする方々が増えることを願ってやみません．海事分野で浮体を使う際にはこの浮体運動学

の専門知識が必ず役に立つであろうと思います．
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